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विज्ञान का समाज पर प्रभाव 


हरि नारायण" 
निदेशक, राष्ट्रीय भु-भोतिकी अनुसन्धान संस्थान, हैदराबाद 
ठ्र्यि भृ जु 


विज्ञान का प्राधभाषज सानभम एतति सको सबसे सहत्वपूण घटना मानी जा सकती है | 
प्राशुनिता विज्ञान थे समाज के हर पहल को प्रत्यक्ष या परोक्ष रूप से प्रभावित कर रकखा है । उसने समाज 
की आचेक संमच्या था ता हल हुए निकाला है । चिकित्सा विज्ञान ने अनेक रोगों से मानव को मुक्ति दिलाई 
है। तकनीकों जान-विज्ञान का गुलभूत सिज्लाग्तों पर ही आधारित तकनीपी ज्ञान औद्योगीकरण के 
विकार भे सहायक रहा है । का्यूहर, सली विजन, रडियों, टेलीफोन, बायुयान श्रादि उन्नत तकनीक की 


कप टर[ह] करता ७ | | | | 4७४॥। | 8 ४ उदोहर ॥ध। से रपणट टी ॥ | विशान के कारणा कितना परिवर्तन 
सभा ही सका + ; 


'॥॥॥) ईसापूत 3 | सवारी को जाती थी जिससे 8 मील प्रतिघन्टा जाया जा सकता 
शा । 000 ४सापूत रुख बग जिससे 20 गील प्रतिपस्टा की गति से यातायात होता था। 8 वीं 
दी मे विज्ञान के आवध्कारों मे बाप्प इंजिय बना जिगर 80 मील प्रतिष्रन्टा की गति से यातायात 
संभव हो संकेत । जताज, हुवादई जहाज शादि को राहायता से 088 में 400 मील प्रतिघन्टा और 960 में 
4,800 गील प्रतिप्ण भे आवागमन को साधव उपलब्ध हो सके । विज्ञान ने श्रस्तरिक्ष यानों में यही 
गति (४,१३३) गोल प्रतिारा तक कर दी जिररी मानव का चरद-तल पर अवतरण' संभव हो सका । 


इसी कदर में &नीवियंत था रडियों का उदाहरण प्रस्तुत करना उपयुक्त होगा। इनकी ही 
भागा के विशया का किसी भी स्सान पर पट्टी कोर्श घटना जैसे भूकम्प, लड़ाई या विद्रोह, किसी 
बल का समाचार, किसी ल्‍यरकि-लिश। की चर्चा झ्रादि, दुनिया के लाखों लोग तुरन्त ही देख या सुन 
रात / । 


रत, जग] थी आधार पर गेट पाएगा असत्य ने होगा कि विज्ञान ने दुनिया रब आर 
मरी के मापदाओी को संकवित कर दिया है । फलत: विश्व के किसी भी माग में हुई घटना का विश्व- 


* ४ जनबरी 0/4 को नागपुर में आयोजित, विज्ञान अनुसंधान गोष्ठी पर दिया गया अध्यक्ष- 
पृदाय भाषण 
 । 


9 हरि नारायण 


यद्यपि विकसित और विकासशील देशों की सामाजिक समस्याएं भिन्न भिन्न हैं, फिर भी ये दोनों 
प्रकार के समाज अपनी अपनी आवश्यकतानुसार विज्ञान के साहसिक कदमों का प्रयोग करते रहे हैं । 


किन्तु विज्ञान का प्रभाव तीन क्षेत्रों में स्पष्ट दीखता है । ये हैं: 


]. स्वास्थ्य के क्षेत्र में 
2. आश्थिक विकास के क्षेत्र में 
3. ज्ञान के विकास के क्षेत्र में 


स्वास्थ्य के क्षेत्र में विज्ञान 

मानव के लिये चिकित्सा विज्ञान की उपलब्धियाँ वरदान स्वरूप रही हैं। ऐसे लाखों लोग 
जो चेचक' ; हैजा, मलेरिया आदि रोगों के कारण प्रतिवर्ष मृत्यु को प्राप्त होते थे, वे आाज उक्त 
रोगों के समुचित निवारण हो जाने के कारण बचाये जा सके हैं। शल्य चिकित्सा की प्रगति से 
हृदय प्रतिरोपरा, क्षत तथा निष्क्रिय अंगों के प्रत्यारोपण सम्भव हो सके हैं। शल्य तथा चिकित्सा 
विज्ञान ने मानव की श्रौसत आयु में वृद्धि की है। इन्हीं के बल पर जरा अवस्था के श्रसहनीय 
शारीरिक कष्टों पर विजय प्राप्त करता संभव हो सका है । जरा-विज्ञान सम्बन्धी शोधें वृद्धावस्था 
की ओर उन्मुख परिवतंन की दर को बदलने में प्रयत्नशील हैं । इससे मनुष्य अधिकः काल तक तझरूण 
एवं सक्रिय रहकर जीवन का अधिक से अधिक उपभोग कर सकेगा। सुक्ष्मजीव विज्ञान, सूक्ष्मजीवागा 
आदि अनुसन्धान अत्यन्त उपयोगी सिद्ध हो रहे हैं । विटामिनों, एन्जाइमों, एन्टीबायटिकों श्रादि 
से प्रभावशाली ओऔषधियाँ बनाई जा रही हैं। मानव शरीर के लिये समुचित पोषण! पर किये गये 
अनुसन्धानों से शरीर का यथोचित विकास संभव हो रहा है। इन अनुसन्धानों का विशेष महत्व 
भारत के समान विकासशील देशों के लिये अधिक है, जहाँ अनेक बच्चे, गर्भवती स्त्रियाँ और अनेक! 
रोगी मात्र उचित पोषण के अभाव में काल ग्रस्त हो जाते हैं । 


ओऔद्योगीकरण के कारण प्रदूषण अत्यन्त उग्र समस्या बन गया है । इस समस्या का आभास 
नीचे दिये गये उदाहरणों से हो सकेगा :-- 

त्यूयाक शहर के वाताव रण परीक्षण से पता चला कि यदि कोई व्यक्ति 24 घंटे तक घर से 
बाहर रहे तो वह 40 सिगरेटों के पीने के ,बराबर दूषित ;गैस श्वास से भीतर ले जाता है। टोकियों 
शहर में अत्यन्त प्रदूषित होने वाले दिन मरने वालों की संख्या 200 तक पहुँच जाती है। सामान्य 
दिनों में यह संख्या 50 और छुट्टी के दिनों में यह संख्या घटकर 20 हो जाती है ।' 

यह समस्या विकसित देशों के लिये अत्यन्त चिन्ताजनक होती जा रही है । विकासशील देशों में 
श्रौद्योगीकरण तो तीत्र गति से हो रहा है, परन्तु उससे उत्पन्न दूषित गैस तथा पानी का समुचित निकास 
नहीं हो पा रहा है । इस कारण नित्य नये कीटाणुओं तथा नये रोगों का जन्म होता है । 

इस प्रदूषण समस्या के निवारण के लिये वैज्ञानिक सतत्‌ प्रयत्नशील हैं। वायुमण्डलीय प्रदूषण से 
मुक्ति पाने के लिये विशाल पारदर्शी ग्ुमटियों का प्रयोग सफल रहा है । जल तथा स्थल प्रदूषणों के 
सम्बन्ध में भी इसी तरह के विकल्प ढूंढे जा रहे हैं । 


विज्ञान का समाज पर प्रभाव 3 


आश्थिक विकास के क्षेत्र में 
(अ) प्राकृतिक सम्पदाशों का विकास 

इतिहास इस बात का साक्षो है कि किसी भी देश का श्राथिक विकास प्राकृतिक सम्पदाओं 
(गंस, तेल, कोयला, खनिज, घातु आदि) की उपलब्धि पर निर्भर करता है| वर्तमान औद्योगीकरण शौर 
प्राकृतिक सम्पदाओं के अभाव के कारण ही ब्रिटिश सरकार को अफ्रीका तथा एशिया में उपनिवेश बनाने 
पड़े । इसमें दो रायें नहीं हैं कि प्राकृतिक सम्पदाञों के विकास पर ही किसी देश या समाज के क्ृषि एवं 
ओऔद्योगीकरण का विकास निर्भर है। अतः भू-वेज्ञानिक भ्रधिक से श्रधिक प्राकृतिक सम्पदाओं की खोज 
के लिये हर संभव विधि से प्रयत्नशील हैं । 
(ब) ऊर्जा-त्रोतों की खोज 

बढ़ती हुई तकनीक के साथ मनुष्य की आवश्यकताएँ भी बढ़ी हैं। कुछ वर्ष पूर्व तक घड़ी, 
रेडियो, बिजली श्रादि भोग की वस्तुएँ समझी जाती थीं तथा विशेष वर्ग के लोग ही इनका उपयोग कर 
पाते थे किन्तु आज ये आवश्यक वस्तुश्रों की सूची में आकर अ्रधिकांश व्यक्तियों के उपयोग में श्रा 
रही हैं। प्रत: ये श्रौद्योगीकरण के विकास एवं मानव जीवन के स्तर में प्रगति की सूचक हैं । फलस्वरूप 
ग्राज विश्व को अधिक ऊर्जा की आवश्यकता का अनुभव होने लगा है । 


., कोयला-तेल-गेस : यद्यपि विश्व के कुछ स्थानों पर अभी भी तेल, कोयला आदि के भण्डार 
हैं परन्तु जिस गति से मानव इनका उपयोग कर रहा है, उससे श्रागामी दस वर्षों में श्रकाल की स्थिति 
निश्चित है यदि हम पृथ्वी के गर्भ में छिपे और श्रधिक ऊर्जा स्रोत नहीं खोज निकालते । 


2. न्यूक्लियर रिएक्टर : इस समस्या के समाधान हेतु “न्यूक्लियर रिएक्टर”, जिसमें 
यूरेनियम के परमाणु से ऊर्जा प्राप्त की जाती है, खोजा गया | इस परमाणु ऊर्जा को प्राप्त करने के 
लिये केवल 5 देशों में 27 रिएक्टर हैं तथा 50 निर्माणाधीन हैं। विश्व के सभी राष्ट्र श्राज इस ऊर्जा 
को प्राप्त करने का प्रयास कर रहे हैं। 797 तक 20 लाख मेगावाट बिजली का उत्पादन न्यूक्लियर 

रिएक्टरों से सम्मव हो सकेगा । 

अमेरिका के परमाणु शक्ति विभाग” ने घोषणा की है कि यदि इस प्रकार से प्राप्त परमाणु 
ऊर्जा का प्रयोग इसी गति से होता रहा तो इन रिएक्टरों का सस्ते में मिलने वाला ईंधन (यूरेनियम) 
सन्‌ 2000 तक समाप्त हो जावेगा । श्रतः वेज्ञानिक यूरेनियम का न्‍यून उपयोग करने वाले तरल धातु 
तीब्रगामी रिएक्टर (/4ण०ंत 27609 88: 97८८6९७7८७८(००), तथा संगलन रिएक्टर (फप्रअं०ा 7८६८४०7) 
की खोज में लगे हैं जिससे समी परमाणु ऊर्जा प्राप्त हो सके तथा यूरेनियम की विश्वव्यापी कमी किसी 
प्रकार विकास में बाघक न हो । 


ऊर्जा की बढ़ती माँग ने वज्ञानिकों को ऊर्जा प्राप्त करने के लिये हर प्रकार से बाध्य किया है। 
इनमें से चार प्रयास प्रमुख हैं । 


3. ज्वार भाठाओं से : समुद्र में उठने वाले ज्वार भाठाओ्रों से विद्यत प्राप्त करने का सफल 
प्रयास ब्रिटनी में किया गया। कनाडा तथा श्रमरीका में भी प्रयास हो रहे हैं। इससे प्राप्त विद्युत 
भ्रपेक्षाकत महँगी होती है । इसे सस्ता बनाने के प्रयास हो रहे हैं । 
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4. पवन : तीब्र गति से चलने वाले पवन से चक्कियों का निर्माण बहुत पहले से होता श्राया 
है । प्रो० हीरोनीमस का विचार है कि अतलांतिक महासागर के किनारों पर पवन-चक्कियों का निर्माण 
अधिक उपयोगी सिद्ध होगा । 


5, भूगर्भ तथा समुद्र गर्भ : समुद्र और पृथ्वी के नीचे कम गहराई पर ही कहीं-कहीं गर्म धाराश्रों 
के सोते विद्यमान हैं। इटली में तो 93 ई० से इनसे विद्युत प्राप्त की जा रही है। न्यूजीलेण्ड तथा 
ग्रन्य देशों में भी इन खोतों से ऊर्जा प्राप्त करने का प्रयास किया जा रहा है । प्रदूषण रहित, सहज एवं 
सस्ती शक्ति का यह स्रोत ऊर्जा-संकट के निवारण में प्रमुख योगदान दे सकता है। कलीफोनिया को 
इम्पी रियल वैली में गर्म धारा के अनेक सोते हैं। यदि इनसे विद्युत प्राप्त की जावे तो समस्त कंलीफोनिया 
की ऊर्जा-आवश्यकता की पूर्ति संभव है । 


6, सौर शक्ति : सूर्य समस्त शक्तियों का स्रोत है। यदि प्रृथ्वी की विभिन्न इकाइयों से 
प्राप्त शक्तियों को जोड़ा जाय तो सूर्य उससे भी 00,000 गुनी अ्रधिक ऊर्जा प्रतिदिन पृथ्वी को देता 
है । उन्नत देशों में वैज्ञानिक इस शक्ति को सस्ती तथा सहज रूप में प्राप्त करने के लिये प्रयास कर रहे 
हैं । शक्तिशाली परिवर्तकों की सहायता से सूर्य से ऊर्जा प्राप्त करना सम्भव हो सका है । 


(स) कृषि विकास के लिये 


. सिंचाई : विज्ञान की सहायता से कृषि को सुदृढ़ बनाना सबसे आवश्यक कदम रहा है। कृषि 
के लिये सबसे पहली आवश्यकता पर्याप्त जल की उपलब्धि है। जहाँ जल का अभाव रहता वहाँ किसी 
नदी पर बाँध बनाकर नदी से नहरों द्वारा जल लाने की व्यवस्था की जाती थी। विशाल बाँधों का 
निर्माण तकनीकी-ज्ञान की ही देन है। जहाँ नहर से भी पानी पहुँचाना संभव नहीं था वहाँ उसने 
नलक्पों का निर्माण किया । 


2. भूसि की जाँच : भूमि के जाँच सम्बन्धी परीक्षणों से यह पता लगाना संभव हो सका हैं 
कि किस भूमि में किस तरह की उपज अच्छी हो सकती है तथा किस तरह को खाद अच्छी फसल प्राप्त 
करने में सहायक होगी । 


3. वानस्पतिक प्रयोग : वनस्पति शास्त्र के अनुसन्धानों से उत्तम किस्म के पौधे, बीज इत्यादि 
संभव हो सके हैं। संकर बीजों के द्वारा अधिक उपज प्राप्त हो सकी है । 


4, तकनीकी-ज्ञान का प्रभाव: क्ृषि के क्षेत्र में उन्नत तकनीक' से अनेक कृषि उपकरणों, ट्रक्टरों, 
मशीनों आदि का निर्माण किया गया है। विकसित देशों में तो खेती का सारा काम-यथा जोतना, 
बोना, ओसाना, निराई, कटाई आदि मशीनों से होने लगा है। विकासशील देशों में भो यह धीरे-धीरे 
संभव हो रहा है। आज का कृषक हर संभव एवं उपलब्ध वेज्ञानिक उपकरण के प्रयोग करने का 
प्रयास कर रहा है । 


उक्त सब लक्ष्यों से हम इस निष्कर्ष पर पहुँच सके हैं कि श्रन्न के क्षेत्र में विश्वव्यापी हरित 
क्रान्ति विज्ञान के कारण ही सम्भव हो सकी है । 


विज्ञान का समाज पर प्रभाव ० 
(द) श्रोद्योगीकरण के क्षेत्र सें विज्ञान 


उद्योगों के क्षेत्र में टेकबालाजी का महत्वपूर्ण योगदान रहा है। कुछ वर्ष पहले तक, विकासशील 
देशों में, मनुष्य प्रत्येक कार्य को शारीरिक श्रम से करता था। आज वह अधिकांश कार्य मशीनों की सहायता 
से करने लगा है जिससे कम समय में, कम श्रम से सस्ती तथा अधिक अच्छी वस्तुर्यें मिल रही हैं । इलेक्ट्रा- 
निकी का विकास ओद्योगीकरण में विशेष रूप से सहायक रहा है। विकसित देशों के सन्दर्भ में तो श्राज 
का समय “इलेक्ट्रानिकी-युग' कहा जा सकता है । कम्प्यूटर, जो इलेक्ट्रानिकी की अमुल्य देन है, और 
एक से एक बड़े प्रश्न का तत्क्षण हल निकाल देता है उसका प्रभाव हर बड़े उद्योग पर स्पष्ट दीखता 
है। उन्नत टेकनालाजी ने अ्रधिक उत्तम मशीनें, अनेक अच्छे यन्त्र, तीव्र यातायात के साधन प्रदान किये 
हैं जिससे कि कच्चा तथा बना हुआ माल एक जगह से दूसरी जगह भेजना संभव हुआ और औद्योगीकरण 
अपनी चरम सीमा पर पहुंच रहा है । 
ज्ञान के क्षेत्र में विज्ञान 

मनुष्य आदि काल से ज्ञान की खोज में लगा रहा है। उस समय मात्र तके का सहारा था । 
ग्राधुनिक विज्ञान तर्क, अवलोकन तथा प्रयोगों पर झाधारित है ओर क्रमबद्धता पर विश्वास रखता है। 
वह मानव की अनेक गृढ़ समस्याओं के हल प्रस्तुत करने में सफल रहा है । 

ग्राज भी दा्शनिक और वैज्ञानिक अनेक उत्कंठाओं के समाधान में तलल्‍लीन हैं, जैसे ब्रह्माण्ड 
में जीव का अम्युदय, अन्य ग्रहों में जीव का श्रस्तित्व, जीवन क्या है, मृत्यु क्या है, आदि । 

विज्ञान का इतिहास बताता है कि हर वज्ञानिक उपलब्धि का आधार मूलभूत विज्ञान रहा है। 
खगोल विज्ञान आज भी 500 साल पूर्व निर्दिष्ट कोपविकस के सिद्धान्त को जिसमें सूर्य को स्थिर एवं 
श्रन्य ग्रहों को उसकी प्रदक्षिणा करते हुए बताया गया था, आधार मानकर यथोचित महत्व दिया जाता 
है। न्यूटन के द्वारा प्रस्तुत यांत्रिकी के सिद्धान्त आज भी यान्त्रिकी एवं तान्त्रिकी में आधारभूत हैं । 
मेन्डेल एवं डाविन के सिद्धान्त श्राधुनिक विज्ञान के इतिहास में अमिट छाप छोड़ गये हैं । ह॒टे जञ एवं 
मेक्‍्सवेल के शोध कार्य मारकोनी के दूर संचार प्रयोगों को सफल बना सके हैं। प्रसिद्ध वैज्ञानिक ओम 
का श्रत्यन्त सरल सिद्धान्त, कि विद्युत धारा एवं उसके द्वारा किसी अ्वरोधक पर जनित विभव के 
बीच' सम्बन्ध रहता है, श्राज इलेक्ट्रानिकी तथा वैद्युत प्रयोगों का प्राण है । 

श्रतः सूक्ष्मअवलोकन से यह स्पष्ट हो जाता है कि मुलभूत अनुसन्धान एवं उनसे प्रतिपादित 
सिद्धान्त का समाज पर प्रत्यक्ष प्रभाव भले न पड़े परन्तु जब वे ही सिद्धान्त व्यावहारिक रूप में प्रयोग 
एवं अवलोकन द्वारा पृष्ठ होते हैं तो उनकी उपयोगिता दृष्टिगत होती है । इस तरह के अनुसन्धानों 
में वस्तुतः श्राकस्मिक रूप से हर्ष, नेराश्य, विनोद आते रहते हैं। आज विश्व का प्रबुद्ध समाज 
मूलभूत अनुसन्धान के प्रति सजग है। विकसित देशों में सेद्धान्तिकी अनुसन्धान के स्कूल खोले जा रहे 
हैं क्योंकि' इनसे ही ज्ञान का विकास होता है जो कालान्‍्तर में तकनीकी विकास के नये मार्ग खोलते हैं । 
भारत में विज्ञान 

ज्ञान का महत्व हमारे यहाँ आदि काल से रहा है। उन दिनों ज्ञानाजन के लिये बच्चों को 
श्राश्नमों में भेजा जाता था जहाँ वे विभिन्न विषयों में पारंगत ऋषियों के पास अ्रपने जीवन के प्रथम 
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पच्चीस वर्ष बिताते थे। यहाँ बच्चों को ग्रुरुकुल प्रणाली के अनुसार ज्ञान दिया जाता था तथा विभिन्न 
गढ़ समस्यातओ्रों पर चिन्तन भी करवाया जाता था| 


600 से 800 ई०पू० का काल वैदिक काल कहलाता है। उस समय के अनेक तथ्य आज भी 
विद्यमान हैं जो यह बताते हैं कि तात्कालिक भारत में चिकित्सा, मौतिकी, रसायन, वनस्पतिशास्त्र, 
गरितत आदि का सदुपयोग समाज के लिये होता था । 


600 ई० पू० अर्थेया तक्षशिला में तथा सुश्रुत वाराणसी विश्वविद्यालय में चिकित्सा विज्ञान 
पढ़ाते थे। 300 ई० पू० से 00 ई० तक के युग में अथेशास्त्र के अन्तर्गत खदानों का, धातुविज्ञान का, 
सोने एवं चाँदी के शुद्ध रूप में प्राप्त करने की विधियों का वर्णन मिलता है । गणित का विकास 
भारत में 5वीं से 2वीं शी तक हुआा। श्रायभद्ट 53वीं शती में एक बहुत बड़े गरिए्तज्ञ हो चुके 
हैं। उन्होंने वर्गमुल, घनमूल, त्रिभुज का क्षेत्रफल आदि का प्रयोग अपने अ्रध्ययन में किया। 
श का मान भी उन्होंने ही 3746 रक्खा। राजा सवाई जयसिह द्वितीय ने खगोल शास्त्र के 
ग्रध्ययन के लिये अनेक वेघशालाएं स्थापित की थीं । इनमें जिव उपकरणों का प्रयोग किया जाता था 
उनमें अक्षांश-देशांतर का विचार रक्खा गया था तथा अनेक रेखागणित के सिद्धान्तों का प्रयोग 
किया गया था । 


किन्तु उक्त समस्त शोधों से समाज को विशेष लाभ न हो सका | ये अपने वास्तविक 
रूप में समाज तक नहीं झा सकीं। इन कार्यों से उपलब्ध विचार एवं परिणाम विद्वानों तक ही 
सीमित थे अ्रत: इनमें विकास के बजाय पतन ही होता रहा । जनसाधारण तक ये विचार न पहुँच पाने 
के कारण ग्रन्थों में कथा के रूप में लिखे के लिखे रह गये । 


० 


भारत में आधुनिक विज्ञान का उदय अंग्रेजों के आगमन के बाद हुआ | अंग्रेज सरकार ने 
अपने लाभ के लिये सर्वेक्षण विभाग 767, भूसर्वेक्षण विभाग (७८००६४7८४! 8५7०४०५) 85], एवं 
भारतीय मौसम विभाग (707 ४९०८८००:०]०ट४००) ए02047077००) 875 ई० में खोला । विज्ञान 
की शिक्षा एवं अनुसन्धानों के प्रति जागृति नहीं थी । प्रथम महायुद्ध के श्रन्‍्त तक 7 विश्वविद्यालय थे जिनमें 
विज्ञान के प्रशिक्षण की सुविधाएँ नगण्य थीं । द्वितीय महायुद्ध के समय भारत का सम्पक अ्रन्य विकसित 
देशों से टूट गया था अतः बाध्य होकर अंग्रेज सरकार को भारत में विज्ञान एवं ठेकनालाजी सम्बन्धी 
संस्थाएं बताने का विचार करना पड़ा। सन 942 में वैज्ञानिक एवं अनुसन्धान परिषद 0877२ की 
स्थापना हुई । 

स्वतन्त्रता के बाद तो विज्ञान की प्रगति तीब्र गति से संभव हो सकी है | पंडित जवाहर लाल 
नेहरू ने, जो विज्ञान एवं ठेकनालाजी के विकास के महत्व को जानते थे, आधुनिक तीर्थ स्थलों की 
स्थापना करनी प्रारम्भ की । ये ही संस्थाएं ग्राज भारत में विज्ञान एवं तकनीकी विकास के लिये 
प्रयत्नशील हैं । उनमें से प्रमुख सस्थाएँ निम्नांकित हैं :-- 


!. वैज्ञानिक एवं अनुसन्धान परिषद (007) : इसके अन्तगंत 44 प्रयोगशालाएँ हैं जो विविध 
विषयों पर श्रनुसन्धान कर रही हैं । 


4. अणशक्ति विभाग (40०फ्रांट ६घ68ए (एग्णग्रांड$शं०7) 


विज्ञान का समाज पर प्रभाव है 


रक्षा अनुसंधान एवं प्रगति संस्थान (726६९०८८ व,&0072/077८8) 
« भारतीय चिकित्सा अनुसन्धान परिषद" 

« भारतीय कृषि अनुसन्धान परिषद 

भारतीय मौसम विभाग, केन्द्रीय जल एवं विद्युत विभाग 

« सर्वेक्षण, भूसवेक्षण, पशु सर्वेक्षण, वनस्पति सर्वेक्षण-आ्रादि । 


३ 0) था “>> ०३ 


इन सभी संस्थाग्रों में वेज्ञानिक, तकनीकी एवं श्रन्य प्राविधिक व्यक्ति दस लाख से ऊपर हैं । मात्र 
अनुसन्धान क्षेत्र में 73,000 से अधिक व्यक्ति हैं। यह संख्या सन्‌ 796 की तुलना में दो गुनी है। सन्‌ 
948 में अनुसन्धान एवं विकास कार्यों पर 3.7 करोड़ रुपये खर्च हुये किन्तु आज यही राशि बढ़कर 
सन्‌ 9/2 में 474 करोड़ रुपये हो गयी है। विभिन्न क्षेत्रों में विज्ञान का प्रभाव इस प्रकार देखा 
गया हैः-- 

कृषि के क्षेत्र में : इस क्षेत्र में आत्मनिर्भर बनने के हर संभव प्रयास किये गये। अनेक बाँध, 
नहरें, नलकूप बनाकर सिंचाई व्यवस्था की गयी । कृषकों को उत्तम बीज, उत्तम खाद तथा अन्य अनेक 
सुविधाएं प्रदान की गयीं। लगभग 40 वर्ष पूर्व 4,000 गाँवों में बिजली थी, आज 60,000 गाँवों में 
बिजली पहुँच चुकी है । इससे विद्युत मशीनों का प्रचलन अधिक हो रहा है जिससे सिंचाई व्यवस्था में 
सुधार हुआ है । वेज्ञानिक विधि से कृषि करने के लिये भी शिक्षा दी जा रही है। 


उद्योगों के क्षेत्र में : तकनीकी ज्ञान के विकास पर पूरा-पूरा ध्यान दिया गया है। 947 ई० 
की तुलना में इंजिनियरों की संख्या 5 गुना और मशीनों का उत्पादन 00 गुना अधिक बढ़ा है। अनेक 
वस्तुएँ, ज॑से रेल के इंजिन, डिब्बे, इस्पात की बनी अनेक वस्तुएँ, विभिन्न इलेक्ट्रानिक उपकरण आदि 
के क्षेत्रों में हम न केवल स्वावलम्बी हुये हैं अपितु इनका निर्यात भी कर सके हैं, श्रपने न्यूक्लियर 
रिएक्टरों के लिये इंधन भी जुटा सके हैं, अच्छे ट्रैक्टर, अ्रन्य कृषि उपकरण आदि भी बना सके हैं, रक्षा 
सम्बन्धी अ्रनुसन्धानों की सहायता से जेट एच-एफ 24, रडार, प्रक्षेपास्त्र, कम्प्यूटर आदि अनेक उपकरण 
और मशीनें बना सके हैं । 

चिकित्सा के क्षेत्र में : हर व्यक्ति को सहज रूप से चिकित्सा सुविधा उपलब्ध कराने का भी 
प्रयास किया गया । हर बड़े कस्बे में चिकित्सालय खुल गये हैं। मलेरिया, हैजा आदि रोगों का निवारण 
सम्भव हो सका है । 

जनसंख्या वृद्धि की समस्या : हमारे लिये यह आज सबसे बड़ी समस्या है । जनसंख्या वृद्धि तथा 
आवश्यक सामग्री की उपलब्धि का अनुपात अत्यन्त असन्तुलित है अ्रतः: अधिकांश व्यक्ति अपनी 
आ्रावश्यकता की चीजें भी नहीं जुटा पाते। इस समस्या के निदान के लिये परिवार नियोजन कायेक्रम 


से जनसाधारण को अवगत कराया जा रहा है। निम्नांकित ध्येयों को समक्ष रखकर विज्ञान के 
कार्यक्रम किये जा रहे हैं :-- 


(]) पृथ्वी के गर्म में स्थित प्राकृतिक सम्पदाओं का पता लगाना और उनका उचित उपयोग 
करना । 


(2) रक्षा, कृषि, चिकित्सा, ऊर्जा श्रादि के क्षेत्रों में मारत को आ्रात्म निर्भर बनाना । 
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(3) प्राकृतिक विपदाओं फ्र नियन्त्रण और उनके उपस्थित हो जाने पर निवारण में 
सहयोग । 
(4) समाज को आधारभूत वस्तुएँ सरलता से प्राप्त कराने में सहायता पहुँचाना । 


उक्त ध्येयों की पूर्ति के लिये देश की वेज्ञानिक प्रतिभा को बढ़ाना आवश्यक है। हमारे यहाँ 
वैज्ञानिकों में प्रतिभा एवं दक्षता की कमी नहीं है परन्तु खेद इस बात का है कि हमारे राजनीतिज्ञों 
तथा उच्च कमंचारीगरों में वैज्ञानिकों के प्रति विश्वास की कमी है। यही कारण है कि वैज्ञानिक 
आत्म-निर्भरता कराने में पूर्णतः: सहायक नहीं हो सके हैं । 

पंडित जवाहर जाल नेहरू सदेव इस बात के लिये प्रयत्नशील रहते थे कि हर क्षेत्र की प्रगति 
वेज्ञानिक तरीके से हो । उन्होंने ही विज्ञान को गाँवों मे ले जाने की बात कही थी जिससे हमारी 
अधिकांश जनता विज्ञान से प्राप्त उपलब्धियों का सही सही उपयोग कर सके । आज भी हमारे यहाँ 
विज्ञान के समुचित प्रसार की नितान्त झावश्यकता है। हमें विभिन्न वैज्ञानिक गतिविधियों को अपने 
कृपक भाइयों को सरल भाषा में रेडियो द्वारा समभाना चाहिये। सरल भाषाश्रों में अनुवाद कार्य 
को प्रोत्साहन मिलना ही चाहिए जिससे जन-साधाररण में विज्ञान के प्रति लगाव उत्पन्न हो सके । 
विज्ञान के पठन-पाठन में भी प्रगति के अनुसार सामयिक परिवतंन श्रावश्यक हैं । 

जब हम अपने पिछले पांच-सात सालों की प्रगति पर दृष्टि डालते हैं तो स्पष्ठ पता चलता है 
कि श्रीमती इन्दिरा गान्धी ने न केवल अपने पिता के विचारों का समर्थन कर विज्ञान को सामाजिक 
तथा आर्थिक विकास के लिये उपयोगी समझा वरन्‌ द्वत विकास के लिये समयोचित कदम भी उठाये 
हैं । उन्होंने ही 97 ई० में विज्ञान एवं तकनीकी विकास के लिये एक सलाहकार समिति 
बनाई जिसका नाम पिगांगिनें ए०फ्शांधढल 060 $टाटाट७ गत प'८८०४४००४७ रखा । इसमें 
विभिल क्षेत्रों से दस प्रमुख वेज्ञािनिक और तकनीकी विशेषज्ञ चुने गये । इन्होंने ।,700 अन्य वैज्ञानिक, 
तकनीकी विशेषज्ञ, उद्योगपति, अ्थशास्त्री और शिक्षादविदों आदि का सहयोग लेकर पंचम पंचवर्षीय 
योजना में विज्ञान की नीतियों पर इन कार्यक्रमों पर व्यय होने वाले बजट पर विचार कर श्रपनी 
रिपोर्ट सरकार को दी और हुए का विषय है कि योजना आयोग ने भी इन रिपोर्टों को यथोचित 
महत्व दिया है । पंचम पंचवर्षीय योजना में विज्ञान एवं टेकनालाजी पर 9,033.3 करोड़ रुपया व्यय 
करने की योजना बनाई गई है। यह राशि चतुर्थ पंचवर्षीय योजना के लिये निर्धारित व्यय की राशि से 

छः गुती अधिक है। 

विज्ञान की इस राष्ट्रीय समिति ने जो भी सुझाव सरकार को दिये हैं श्रौर उसके लिये जो भी 
राशि सुभझायी गई है उसमें प्रयत्त यही किया गया है कि हम कृषि, आर्थिक विकास, प्राकृतिक सम्प- 
दाह्मों तथा तकनीकी के क्षेत्र में आत्म निर्भर हो सकें । उक्त तथ्यों से स्पष्ट है कि आज सरकार तथा 
जनता दोनों विज्ञान के समयोचित उपयोग के लिये सजग हैं ।'. 


विज्ञान के भावों चरण 


भाकृतिक सम्पदाओं का विकास : हमारी बहुमुखी प्रगति के लिये आवश्यक है कि हम प्राकृतिक 
सम्पदाओं का विकास करें। अ्रभी तक पूरे क्षेत्रफल का मू-सर्वेक्षण नहीं हो पाया है श्रतः भू-सरवेक्षणा 
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को प्राथमिकता देना नितानत आवश्यक है । इससे हम न केवल ऊर्जा के नये स्रोत (कोयला, तेल, गैस 
आदि) खोज पायेंगे बल्कि नयी धातुगश्रों के भंडार भी खोज सकेंगे । 


श्राज भू-भोतिकी के शोध कार्यों से अधिक गहराई में छिपे ऊर्जा स्रोत, घातु भण्डारों का पता 
लगाना संभव हो सका है। साथ ही बढ़ती हुई धातु की माँग की पूर्ति के लिये कम धातु वाले खनिजों 
का खनन भी आवश्यक हो रहा है। भू-मौतिकी उपकरणों से यह भी ज्ञात हो सकता है कि किसी 
स्थान पर पानी कितनी गहराई पर होगा | यह पानी के अकालग्रस्त इलाकों में वरदान सिद्ध हो रहा 
है। इस गतिविधि से सबको ग्रवगत कराना आवश्यक कदम होगा । 


भूकम्प, ज्वालामुखी आदि का अ्रध्ययन पृथ्वी के गर्भ में निहित वस्तुओं की जानकारी के लिये 
उपयोगी साधन सिद्ध हो रहा है। इन भूकम्पों, विस्फोटों के अवलोकलनों से प्राकृतिक सम्पदाश्रों की खोज 
भी सम्भव हो सकी है। राष्ट्रीय भू भौतिकी अ्रनुसन्धान संस्थान हैदराबाद (70०7४) (0००एएमं- 
०2 +िट३टथा० 4757., [्जत८-थ००७०) में भूकम्प की भविष्यवाणी करने के सम्बन्ध में शोध कार्य जारी 
है । सफल होने पर निः:सन्देह जान-माल की हानि बचाई जा सकेगी । 


वायुयान से किया गया भू-मौतिकी सर्वेक्षण उपयोगी सिद्ध हो रहा है। राष्ट्रीय भू-मौतिकी 
अनुसन्धान संस्थान हैदराबाद ने भारतीय प्रतिभा एवं स्वनिर्मित उपकरणों का उपयोग करके भारत के 
विभिन्न क्षेत्रों का सर्वेक्षण किया है। इससे काफी मात्रा में विदेशी मुद्रा बची है। इन सर्वेक्षणों से धातु, 
खनिज, तेल आदि के बारे में खोज करने में सहायता मिलेगी । 

वर्तमान स्थिति में इस क्षेत्र को उचित प्रोत्साहन देवा अत्यावश्यक है । 

कृषि के क्षेत्र सें : वनस्पति विज्ञान के शोध-कार्यों को प्रोत्साहन मिलना आवश्यक है | इनकी 
सहायता से ही एक ही साल में दो या तीन फसलें ली जानी संभव हो सकेंगी। कृत्रिम वर्षा को संभव 
बनाता आवश्यक है । इससे हमें मानसून पर निर्भर नहीं रहना पड़ेगा । फसलों को होने वाली बीमारियों 
का निवारण होना श्रत्यावश्यक है | इससे अधिक अन्न पैदा करना भी संभव होगा । भूमि जाँच के अनु- 
सन्धानों से श्राशा बंधने लगी है कि उन स्थानों पर भी फसलें उगाई जा सकेंगी जहाँ पर ये शभ्रमी तक 
नहीं उगती हैं । 

इलेक्ट्रानिकों का विकास : इलेक्ट्रानिकी का भ्रधिक प्रचलन और विकास औद्योगीकरण के विकास 
में अत्यन्त प्रमुख भूमिका होगी । कम्प्यूटरों का अधिक प्रचलन और प्रयोग आर्थिक विकास की दिशा 
में सहायता देगा। हर जरूरतमन्द को कम्प्यूटर मिल सके इसलिये लघु कम्प्यूटर बनाना उचित 
होगा । रेडियो, टेलीविजन आदि शिक्षा विकास के लिये उपयोगी सिद्ध हो रहे हैं अतः इनका विकास भी 
श्रावश्यक कदम होगा । | ह 


सम्‌द्र का अध्ययन 

समुद्र पृथ्वी की सतह का अधिक्रांश माग घेरे हैं। श्राज वे भी वैज्ञानिकों के लिये रहस्य 
बने हुये हैं। अ्रन्तरिक्ष से लिये गये समुद्रों के चित्र अत्यन्त रोचक हैं। इनसे समुद्र की 
विस्तृत जानकारी प्राप्त करने में सुविधा होगी । 'समुद्र का अध्ययन तैरती हुई बर्फ शिलाशों की गति 
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व दिशा का पता लगाने के लिये (जिससे सामुद्रिक दुघेटनाएँ कम हो सकें) सहायक हो रहा है । समुद्री 
तल का अध्ययन भू-मौतिकी प्रक्रियाओं जैसे भूकम्प, ज्वालामुखी पव॑तों का निर्माण, महाद्वीपों की विभिन्न 
समयों में स्थिति ग्रादि की विस्तृत जानकारी के लिये उपयोगी सिद्ध हो रहा है । 


हमारे लिये हिन्द महासागर का अध्ययन ग्रावश्यक है क्योंकि इससे आने वाले मानसूनों पर 
हमारी कृषि निर्भर है। वहाँ से हमें ग्रनेक उर्वरक, खनिज, तेल, मछली आदि की प्राप्ति भी हो सकेगी । 
हमारे उद्योगों के लिये आयात-निर्यात भी इन्हों से होता है । हिन्द महासागर के तल का अ्रध्ययन 
अनेक सिद्धान्तों के प्रतिपादन या खण्डन झ्ादि के लिये उपयोगी हो सकता है । 


अन्तरिक्ष अनुसन्धान 

मानव की अन्‍न्तरिक्ष विजय, सम्मवतः मानव की सबसे बड़ी उपलब्धियों में से एक है । 
चन्द्रमा पर मानव का अ्रवतरण अनेक पम्रान्तियों का उन्मूलन कर सका है । अन्तरिक्ष से लिये गये चित्र 
पृथ्वी, समुद्र, अन्य ग्रहों के विस्तृत अध्ययन के लिये उपयोगी सिद्ध हो रहे हैं। मौसम का अ्रध्ययत 
अन्तरिक्ष से हो सकने पर अनेक प्राकृतिक प्रकोपों से बचा जा सकेगा । फसलों का, उन पर लगने वाशों 
बीमारियों का अ्रध्ययन अन्‍्तरिक्ष से अ्रधिक अच्छा हो पावेगा | यह क्षेत्र यद्यपि नवीन है परन्तु श्रनेक 
क्षमताओ्रों से युक्त है। विकसित देशों के लिये यह एक श्रत्यन्त उपयोगी विज्ञान की शाखा सिद्ध 
हो रही है । 
भारत में विज्ञान एवं टेकनालाजी : नीति-निर्धारण : कुछ सम्बन्धित उत्कंठाएँ 

झ्राज से 30 वर्ष बाद के भारत की कल्पना करते समय हमें उन नीतियों के बारे में सोचना 
आवश्यक है जिनसे हमारे स्वप्न सत्य सिद्ध होगें। यह सर्वेविदित है कि हमारे यहाँ श्राज भी हर काल 
की सामाजिक अवस्थाएँ विद्यमान हैं। मानव हर स्तर पर जीवन-यापन कर रहा है। खेद के साथ 
कहना पड़ता है कि अभी भी अधिकांश जनता पिछड़ी हुई है। वह अपनी देनिक और मूलभूत 
आवश्यकताओं की पूर्ति ठीक से नहीं कर पा रही है। क्या उक्त बातों का ध्यान हमें नीति-निर्धारणा 
करते समय नहीं करना है ? क्‍या हमारे लिये अन्‍न्तरिक्ष अनुसन्धान, न्यूक्लियर रिएक्टर, सूक्ष्म विकी 
आदि के क्षेत्र ही प्राथमिकता रखते हैं? क्या हमें रक्षा अनुसन्धघानों पर अपनी सीमित राष्ट्रीय श्राय 
का अधिकांश व्यय करना चाहिये ? हम गरीब हैं तो क्‍या हमें उन सभी प्रस्तावों या विकल्पों 
को मान लेना चाहिए जिससे हमें लाभ ही लाभ दृष्टिगोचर हो रहे हों--मले भविष्य में वे व्यर्थ 
सिद्ध हों ? क्‍या हमें विदेशी टेकनालाजी को मात्र सीखकर उसमें झ्रावश्यकतानुसार विकास या परिवततंन 
करते रहना चाहिये या सदेव विदेशी टेकनालाजी, विदेशी माल एवं विदेशी मशीनों पर आधारित व 
निर्मर रहना चाहिये ? यदि हम पर कोई नया दायित्व आता है तो निःसन्देह त्रुटियाँ होने की भी 
संभावना है, उनसे सबक सीखकर ग्रात्मनिर्भरतत! की ओर जाना उचित कदम होगा ? या चूँकि हम 
त्रुटियाँ करेगें, इसलिये हमें कोई उत्तरदायित्व निभाना ही नहीं चाहिये, ऐसी भावना फलदायक होगी ? 


हमारे लिये. यही उचित समय है कि इन बातों की ओर ध्यान दें तथा इन प्रश्नों का उत्तर ढूँढ 


निकालें । इसमें दो रायें नहीं हैं कि उन्नत टेकनालाजी ने हमारे सामने सामग्रियों की खपत के लिये, याता- 


विज्ञान का समाज पर प्रभाव 4 


यात साधन तथा अश्रन्‍्य श्रनेक व्यक्तिगत स्तर की सुविधाएँ व उनके विकल्प भी दिये हैं । यदि इनका 
समयोचित उचित उपयोग नहीं हुआ्रा तो निःसनन्‍्देह समाज पर विपरीत प्रभाव पड़ सकता है । 


हमारे विकास को गति को त्वरित व सही दिशा प्राप्त कराने में हमारी विज्ञान-नीति निर्धारण 
समस्‍या प्रमुख भूमिका निभाने वाली है। श्राज हमारे लिये उन बातों की ओर अभी से ध्यान देता 
आवश्यक है जिनसे हमारी आनी वाली पीढ़ियाँ सुखी श्रौर सम्पन्न हो सकें । 
उपसंहार 

श्राज भी हम देखते हैं कि विज्ञान ने सामाजिक जीवन के हर पहल्‌ को प्रभावित कर रक्‍्खा 
है । व्यक्ति की आवश्यकता-पूति के लिये विज्ञान ने हर संभव प्रयास किये हैं। विज्ञान के 
चमत्कार समाज के अंग बन रहे हैं। आज विश्व का शायद ही कोई व्यक्ति हो जो चन्द्रमा पर मानव 
श्रवतरगा, रेडियो, बायूगान, बस, घड़ी श्रादि के बारे में न जानता हो । परन्तु क्या यह सत्य नहीं है कि 
विज्ञान का उचित या अ्रनुचित उपयोग करना मानव के हाथों में है। अझ्भो तक हमने विज्ञान के एक ही 
पद्षा की चर्चा को । इसरा एवं अ्रत्यन्त भयानक पक्ष तो सन्‌ 945 से समाज को सदैव अपनी विक- 
रालता का ध्यान दिलाता रहता है। हिरोशिमा श्रौर नागासाकी जैसे विशाल ओद्योगिक नगरों का 
विज्ञान की विभीषिका का शिकार होना, समस्त विज्ञान के वरदानों को कलंक लगा देता है। मानव का 
स्वभाव अन्वषणां से सम्बन्धित है। परमाणु विखण्डन से ऊर्जा प्राप्त करता एक महान वैज्ञानिक उपलब्धि 
मानी जा सकती ॥ परन्तु इस ऊर्जा का विध्वयंशक बसों के रूप में प्रयोग करता समाज के साथ घोर 
ग्रत्याय है । विकासशीन देशों के लिये तो ऐसी विचारधारा ही वर्जित है । एक 500 मेगाटन' के बम' में 
जितना ध्यय होता है उससे 0,000 रोगियों को रोगों से मुक्ति दिलाई जा सकती है। विज्ञान की इन 
उपलब्धियों के कारण ही आज विए्य सर्देव युद्ध के कगार पर खड़ा है । 


किक 


बस्तुव: मानव समाज को इस समय और श्रधिक वेज्ञानिक उपकरणों और उपलब्धियों की अपेक्षा 
ग्रपने बीच बेशानिक भावना उत्पन्न करता अधिक आवश्यक है। विभिन्न स्तरों पर जीवन-यापन कर 
रहे मानव को एकसमास रतर पर ला देता श्रधिक श्रेयस्कर कदम होगा । कितनी बड़ी विडम्बना है कि 
मानव चन्द्र तल पर पहुंच गया, समुद्र की गहराइयाँ नाप आया, परन्तु एक मानव दूसरे मानव को नहीं 
समझा पाया । श्राज सामाजिक सुघारकों, राजनीतिज्ञों तथा वेज्ञानिकों को मिलकर सर्वप्रथम मानव के 
बीच की दूरी को पाटना है भ्रन्यथा भय है कि मानव समाज पुनः प्रस्तर युग की ओर प्रस्थान न कर जावे। 
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इन्डियम (!!7) लेक्टेटों का निर्माण एवं स्थायित्व 


पी० बी० चक्रवत्तों तथा एच० एन० शर्मा 
रस,यन विभाग, मोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 
[ प्रघपत--अगस्त 29, 973 ] 


सारांश 


एफ-परियर्तेग (मोसोबेरिएशन) थविश्नि द्वारा सम्पत्त विभवमापी अध्ययत से विलयन में, इन्डियम 
(7) तथा लैक्टिक अम्ल के मध्य :, :2 तया :3 कीलेटों का निर्माण प्रकट होता है। 0:] ॥४ 
सोडियग परवलोरेट के माध्यम भें 30" से० पर इन कोलेटों के स्थायित्व्र-स्थिरांक जेरम की विधि द्वारा 
परिकलिन किये गये हैं। ]68 #, [06 6५ तथा 08 8 के मात निर्माण-वक्र से 5-05, /3 तथा 25 
पर /|/.] के मानों से प्राप्त बरने पर क्रमश: 3:65, 3-32 तथा 2-93 बाप्त हुये । 


(2 567"2 0: 


ए०+फबएल्ण बण्तें डप्बॉज:धंटड ० ण (एता)-]8०४४८०७, 29 7९. 5. (7278७ ०॥४, 
(लाए (20007दा, णतगोवों एी8 प्रथा ५ करबएतएब9५3, 3009 बायर्व रि, ऐरं. 9887778, 
त॥8ए ५2५४7 ४४०७) ७४५(५५०७ ०७५०, [7[७॥7 


?06णाठ््ालापंर #ए१५ व्याओ०जाहु 77ण70एक7 १०7 77९0704 शं09७8 76 0777#/707. र्णा 
:], :2 बात ]:3 द्ोटीबादड३ 9८०८९ 77 (777) बाते [8०४८ बलंत वंच इ०पाणा,. 6 अब 
6078[808 0]68९ टी/९ ६९४१० 0*] 34 80000 96०7०४०।०7४(८ एर८ठांपख 20 3076 म३8ए८ 7667 
ट८०पो/८व 09 डिद्ाए्परया$ 7९0000. गु'6 एथप८४ 0]68 #,, 08 #9 «एप 08 /3 27८ 0776८ 
59ब्ंगठटत #00 (6 4077074007 ८पएए९४ 7077 (८ एबॉएट ० #॥[77] ४६४ ४5503, [-5 बघवे 203 
270 ४०९ 0000 ६० 9९ 3-65, 3:32 80०० 2:95 #6४७९८४ए८५५ 


इस प्रयोगशाला में किये जा रहे ०-हाइड्रॉक्सी अम्लों के कुछ धातु आयनों के साथ बनने वाले 
कीलेटों के प्रध्ययन-क्रम में प्रस्तुत प्रपत्र में” लैक्टिक अम्ल के साथ बनने वाले इन्डियम (7!) के 
कीलेटों के निर्माण का अध्ययन श्रौर उनके स्थायित्व-स्थिरांकों का परिकलन विभवर्मापी विधि” द्वारा 
दिया जारदहा है । 
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4 पी० बी० चक्रवर्ती तथा एच० एन० शर्मा 
प्रयोगात्मक 


प्रयुक्त सामग्री--ल क्टिक अम्ल [रोडिया रोन पॉलेन्क (फ्रांस) |, इन्ब्यिम स ल्फेट [शचाद ८, 
मचन |, परक्लोरिक अम्ल [रोडेल |, सोडियम परकक्‍्लोरेट [रीडेल ], सोडियम हाइड्रॉक्स [मर्क | के 
विलयन कार्बन डाइआऑक्साइड से म्‌क्‍्त शुद्ध आसुत जल में बनाये गये तथा उनका मानकीकरण' उपयुक्त 
मांनक विधियों द्वारा किया गया। पी-एच मापन के लिये 'सिस्ट्रोनिबंस' नं० 322 पी-एच मापी का उपयोग 
किया गया है और सारे अनुमापन स्थिरतापी में 30--0-* से० पर किये गये हैं । 


भारश: अनुपातमसिति--लैक्टिक अम्ल से बनने वाले 79(07]) के कीलेटों में घातु आयन तथा 

लीगैंड श्रणु के अनुपात के निर्धारण के लिये पाण्ड तथा नायर* को एकपरिवर्तन विधि का उपयोग करते 

ये विभवमापी [पी-एच] अनुमापन किये गये । अनुपात-अ्रनुमापन बताते हैँ कि विलयन में ॥४ (7॥) 

तथा लैक्टिक अम्ल :, :2 तथा !:3 कीलेट बनाते हैं और इनके निर्माण के समय क्रमशः: एक, दो 
तथा तीन प्रोटॉन म॒क्‍त होते हैं । 


स्थायित्व-स्थियांक-- कीलेटों के स्थायित्व स्थिरांकों के निर्घारण के लिये जेरम की पी-एच 
अनुमापन विधि प्रयोग में लायी गयी । सारे अनुमापनत ४० से० पर 0:-] 0४ सोडियम परक्‍लोरेट के 
साध्यम में किये गये । 
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3० इंडियम ड. 
लैक्टेट का निर्माण- वक्क 
चित्र . 


धातु आयन [77%] की उपस्थिति एवं अनुपस्थिति में लीगेंड [लैक्टिक अम्ल] के अ्रनुमापनों के 
लिये अग्रलिखित मिश्रण तेयार किये गये । 


इन्डियम (तर) लेबटेटों का निर्माण एवं स्थायित्व ]5 


(क) 5 मिलि० 0:02 2४ परक्लोरिक अम्ल --0 मिलि० 0:04 /४/ लैक्टिक अम्ल --45 
मिलि० .0 0४ सोडियम परक्‍लोरेट 


(ख) मिश्रण (क) ---5 मिलि० 0:002 74 [70+ 


प्रत्येक दशा में कुल आयतन 50 मिलि० कर लिया गया । इस प्रकार प्रत्येक विलयन की आयनिक 
सांद्रता 0.] // सोडियम परक्‍लोरेट रखी गयी। इन मिश्रणों को सोडियम काब्बोनिट-मुक्त 0-2 2४ 
सोडियम हाइड्रॉक्साइड विलयन द्वारा पी-एच मापी विधि से अलग अलग अनुमापित किया गया। उमर 
की उपस्थिति तथा श्रनुपस्थिति में लेक्टिक अम्ल के पी-एच अनुमापन वक्रों के पारस्परिक अंतरों से 
जेरम विधि द्वारा तथा #[2.] की गणना की गयी । 


00 ([7' ब्जेक्टेटों का निर्माण वक्र (# तथा £[7/] के मध्य) चित्र । में प्रदर्शित है । 


परिणाम तथा विवेचना 


पी-एच मापी अनुपात-अनुआपनों द्वारा इंगित तथ्य कि :, :2 तथा :3 कीलेटों के निर्माण 
के समय क्रमश: एक, दो तथा तीन प्रोटॉन मुक्त होते हैं, यह स्पष्ट करता है कि लैक्टिक श्रम्ल श्रणु के 
[0(।[7) से कीलेटीकरण के समग्र इसके केवल कार्योक्पिल समूह से ही प्रोटॉन मुक्त होता है तथा 
हा इड्रॉ/सल समह का प्रोटॉन अ्रप्रभावित रहता है। अतः, 79 (077) तथा लेक्टिक अम्ल के मध्य कोलेटी- 
करण की अभिक्रियाएँ निम्त रूप में लिखी जा सकती हैं । 


[तक --77॥ २ [07.]++ -- 75 .. () 
[97,]++-- 77, <* [[77.,]++_7+ (2) 
[[0/,]/ +-77 >» [[77.,] --४+ (3) 


हाँ, 27, लक्षिटक अम्ल का निरूपण करता है । उपर्यक्त आधार पर, 79 (777) के साथ लेक्टेट आयन, 
इब्रॉक्पिल एवं कार्वोक्तिल समूहों द्वारा, निम्नांकित रूप में कीलेटित होना चाहिए: 
प्र हे (3 कि !) गा 
| पछ,0--0 -0०._ 
| | | “ 
(न ॥ 
॥ 
() ४ 2 
जहाँ, ४7: , 2 या 3 है। 
[:4 तथा ]:2 संकु्ों में शेष उपप्रह्संपोजकता स्थान संभवत: जल के अणुश्रों द्वारा भरे रहते हैं । |, 
पी-एच अनुमापनों से प्रकट होता है कि प्रस्तुत निकाय में क्षार की मात्रा बढ़ाने पर अवक्षेपण 
होने लगता है । यह अवक्षेपण “० 4-6 पी-एच पर प्रारंभ हो जाता है । अतः, उललेखनोय है कि, # की 


6 पी० बी० चक्रवर्ती तथा एच० एन० शर्मा 


गणना उन्हीं बिन्‍्दुओं तक की गयी है जहाँ तक विलयन पूर्णतः निर्मेल थे। जैसा कि चित्र | में 
निरूपित निर्माण-वक़ से स्पष्ट है, प्रस्तुत निकाय में # का श्रधिकतम मान 3 तक ही पहुँचता है जो 
:, :2 तथा [:3 कीलेटों के निर्माण की पुष्टि करता है । 


निर्माण-वक्र से, ४550-5, -:5 तथा 25 पर #[/.] के मानों से परिकलित [08 #,, 708 /५ पेंथा 
क्‍08 # के मान क्रमशः 365, 3-32 तथा 2-95 प्राप्त हुए हैं । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक महत्वपूर्ण सुभावों एवं विभिन्न सुविधाश्रों के लिये क्रमशः डॉ० पी० वी० खड़ीकर एवं 
डॉ० एस० एन० कवीश्वर (प्राचायं, मोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, मोपाल) और आर्थिक सहायता के 
लिये विश्वविद्यालय अनुदोन आयोग के आभारी हैं । ष 


निदंश 
4. चक्रवर्ती, पी० बी० और शर्मा, एच० एन०, साइंस एण्ड कल्चर (समृद्रणस्थ) 
2. वही (भेजा गया है) | 
3. वही (भेजा गया है) 
4. नायर, एम० आर० तथा पान्‍डे, सी० एस०, प्रोसी० एके० सांइ०, 948, 274, 286 


5. जेरम, जेंग, 7(6ावा 30076 #ठाबांठ्ा 0 234 प८७४ 80005” पी० हास एन्ड 
सन्‍्स, कोपनह गन, ।942. हे 


४।]7373 ?97"579306 /॥७05३॥09|93] ?30:॥[८9 
४०. 7, ४०. , |आएथ०/ 974, 288०5 ।7-30 


2, +-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट का अस्ल-जलअपघटन 


एम० एम्म० महाला तथा सु० स० भाटवडेकर 
रसायन विभाग, जीवाजी विश्वविद्यालय, ध्वालियर 


[ प्राप्त--अवदूबर 30, 973 ] 
सारांश 


इस शोध योजना में 2, 4-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट के अल्‍ल-जलअपघध्टन का, 
हाइड्रोक्लोरिक अम्ल के माध्यम में, 98” पर, 0:65 --7/8 परास में, अध्ययत किया गया। अम्ल की 
सान्‍्द्रता को बढ़ाने से ग्रभिक्रिय। के दर-स्थिरांक बढ़ते हैं। 470/ हाइड्रोक्लोरिक अम्ल में दर स्थिरांक 
सबसे अधिक रहता है । आयनिक तीकब्रता के आँकड़ों के आधार पर ज्ञात किये गये सेंद्धांतिक दर, प्रयोग 
में प्रेक्षित दरों के सर्वथा अनुकूल हैं। सयंग्मी अम्लीय प्रजातियों के फॉस्फोरस पर जल के द्विश्रणुक् 
न्यूक्लिओफिलिक आक्रमण द्वारा जल-अपघटन होता है, जिपमें 2-0 बच्चन का विखंडन होता है। 
संभावित अभिक्रिया की क्रिय/विधि को अधिक सुस्पष्ट बनाने के लिये, कई संकल्पनायें जैसे गतिज कोटि, 
जुकर-हेमेट की परिकल्पना, बनेट प्र।चल, आहेनिश्नस प्राचल विलायक का प्रभाव तथा समगतिको संबंध 
का उपयोग किया गया है। इस गअ्रध्ययन से पुष्टि होती है कि मोनोररिल फॉस्फेटों का जलअपघटन 
अन्‍्ल द्वारा तभी उत्प्रेरित हो सकता है जब उनके ऐरिल भाण में इलेक्ट्रॉनों को आक्रपित करने वाले 
प्रतिस्थापी उपस्थित हों । 


395(7730८४ 


कलंतव ऊऋरकाण॒छ5ड ०ई 2, 4-कांदकाठ#क्ुंलटएणजा वाहरत->०3०० फॉएडएप्॑थ४2. 29 
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8 एम० एम० म्हाला तथा सु० स० भाटवर्डकर 


ह] न ८ ] - तर | । 
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ड्ंडतिपरत8 द्वार (आटा 7 6 क्षा पर 475. 


कार्बनिक फॉस्फेंट एस्टरों में से मोदो एस्टरों के जल-अपघटन का गतिज विधियों” द्वारा अध्ययन 
अति धाधनिक है । साधारण एवं प्रदल अम्लीय माध्यमों में, मोौनोएस्टरों का रूपांतर सयुग्मी अम्लोय 
प्रजातियों में होने के कारण जल-अपघटन अम्ल द्वारा उत्प्रेरित होन। चाहिये ऐसा संभावित समभा गया । 
इस प्रकार की ग्रभिक्रिया ऐल्किल मोनोफॉस्फेट एस्टरों में प्रेज्षत की गयी*। परंतु मोनोऐरिल फॉस्केंट 
में अम्लोय उत्पेरण के अनुमान की संभावता कम होने का कारण ऐरिल सम ह के श्रुवीय प्रभाव द्वारा, 
ऐश्किल समूह के श्रुवीय प्रभाव के विपरीत, एस्टर आक्सीजन की क्षारकता को कम करता है। संभावना 
के अ्नुदार फेनिल और /#न्‍टॉलिल आर्थोफास्फर्टा में अम्लीय उत्प्रेरण नहों है। परंतु ऐसे ऐरिल 
फास्फ्रेट जिनमें #स्थाग पर इलेक्ट्रानों को आकर्षित करने वाले प्रतिस्थापी उपस्थित हों, अम्लीय 
उत्प्ररण दर्शाते हैं। यह एक अ्रसाधारण श्राचरण है । इस अम्लीय उत्प्रेरण के अनुमान का कारण अज्ञात 
स्वभाव वाले विद्युत-अपघटनी वलों” का होना है । 


कई मोनोऐरिल फॉस्फट एस्टरों का, जिनके ऐरिल भाग में इलक्ट्रॉवों को आकर्षित करने वाले 
क्रमिक श्रुवता के प्रतिस्परापी उपस्थित थे, अध्ययत किया गया । इन प्रतिस्थपियों को, अम्लीय उत्प्रेरण पर 
प्रभाव के आधार पर फॉस्फेट एस्टरों को निम्न क्रम?» में रखा गया । 


नाइट्रो- > ऐसीटिल-> क्लोरो-> ब्रोमो- 


/#-कलोरोफेनिल फॉस्फेट में जो क्षीण अम्लीय उत्प्रेरण उपस्थित रहता है वह #कलोरो, #>टॉलिल 
फॉस्फेट में नहीं दिखाई देता । अम्लीय उत्प्रे रण की अनुपस्थिति का संभावित कारण, क्लोरो-और मेथिल- 
समूह के श्रुवीय प्रभावों की दिशा विपरीत होने से उनकी पारस्परिक क्षतिर्पुति हो जाना है। इन्हीं के 
आधार पर ऐसा प्रागुक्‍्त किया जा सकता है कि मोनोऐरिल फॉस्फेटों में प्रबलता से इलक्ट्रॉनों को 
प्रतिकषित करने वाले सम्‌ ह होने पर वे अ्रम्लीय उत्प्रेरण नहीं दर्शायेंगे । साधारणतया ऐरिल फॉस्फेट 
में, ऐल्किल फॉस्फेट के विपरीत, अनुमानित अनुनाद स्थायीकृत फीनाक्साइड आयन बनने के कारणा 
2-0 बन्धन विखंडित होता है । 


अमी भी %& £डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट के अम्ल-जलअपघटन के संबंधित गतिज 
आँकड़े उपलब्ध नहीं हैं । इस प्रकार के फॉस्फेटों में असाधारण अम्लीय उत्प्रेरण होने से इनका अध्ययन 
विशेष महत्व रखता है । औद्योगिक दृष्टि से महत्वपूर्ण', 2, 4-डाइक्लो रोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट 
का, अध्ययन इसलिये आरम्म किया गया कि एस्टर को फॉस्फेट पाशव श्यंखला के श्रार्थों और पैरा स्थिति 
के हाइड्रोजन परमाणुओं को क्लोरीन परमाणुओं द्वारा प्रतिस्थापित करने पर न केवल प्रभिक्रिया के दर 
पर प्रभाव पड़ेगा परंतु नवीन अभिक्रिय! पथ दिखाई देने की संभावना है । 


2, “-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट का भ्म्ल-जलअपधटन ]9 


अम्लीय उत्रेरण को 2, 4--डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट में, /-क्लोरोफेनिल डाइहाइ- 

पक, गेफे का ३३० कफ 
ड्रोजत फॉस्फट से अधिक होता चाहिये इसलिये 2, 4-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट में 
अम्ल-जलअपघटन के परिमाण का क्रम निम्न होगा : 


“-ताइट्रो -१> 2, 4-डाइवलो रो -- >> 2, 3-डाइमेथॉक्सी 7> 


०-मेथॉक्सी, /2 मेयिल चल 8-7» >-ब्रोमोी 9 >> />-क्लो रो 4. 


प्रयोगत्मक 


सामग्री एवं विधियां--2, 4-डाइक्लोरोफे नल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट को, 2-4, डाइबलो- 
रोफिनोल एवं फॉस्फोरस आवक्सीवलोराइड से मगौरी तथा शॉ" की विधि द्वारा बनाया गया। 
उत्पाद 2, 4-डायक्लोरोफेनिल फॉस्फोरोडायवलोरीडट, ववध्नांक ]]5%]-5 मिमी. को धीरे धीरे 
विलोडित गुनगने जल में मिलाया गया। विलयन को ठंडा करने पर 2, 4-डाइक्लोरोफेनिल 
डाइहाइड्रोजत फॉस्फेट निरशेत्रित हुआ, जिसे टॉलूईन द्वारा पृथक कर लिया गया: गलनांक 65" 
(तत्वों के पश्राकलन' के शेलित परिणाम 0, 28:9; ते, 25; ?, 3:0। परिकलित परिणाम (0, 
29:65; पल, 2:05; ९, 2:74% ) । 


प्रक्रि[--2, 4-डाइक्लो रोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट (5-0 >८0-5 ॥/ नहीं तो अ्रस्यथा निर्दिष्ट) 
का अश्रम्ल-जलअपधटन हाइडोक्लो रिक शअ्रम्ल माध्यम में, 90*-[-0-05" पर, 0:63-70/ परास में किया 
गया । इस अध्ययन में एलन की विधि" का उपयोग करके अकार्बनिक फॉस्फेट का वर्णमापी आकलन 
किया गया है । 


अम्ल-जलअपघटन के गतिज शअ्रध्ययन में सोडियम वलोराइड तथा हाइड्रोवलोरिक अम्ल के मिश्रणों 
का उपयोग करके आयनिक सान्‍्द्रता को स्थिर रखा गया डाइ-ऑक्‍्सेत को शुद्ध एवं शुष्क!" किया गया । 
अन्य रासायनिक द्रव्य बी० डी० एच० तथा रीडल श्रेणी के उपयोग में लाये गये । 


परिणाम तथा विवेचना 


2, 4-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट का अम्ल-जलअपघटन 0-63--7/४ हाइड्रोक्लोरिक 
अ्रम्ल परास में किया गया। इससे प्राप्त गतिज आँकड़े दशाते हैं कि आभासी प्रथम कोटि के दर के 
गणांक, 20४ तक अम्लीयता के साथ बढ़ते हैं। 2-4 2४ अम्लीयता में ये प्रायः स्थिर प्रतीत होते हैं । 
ये गुणांक सबसे अधिक 480४ अम्लीयता में दिखाई दिये और इस अम्लीयता के पश्चात्‌ 7// तक ये दर 
कम होते दिखाई दिये (सारणी !) | 


474 अम्लीयता में सबसे अधिक दर का कारण ऐमाइडो”| 7£ जेसा नहीं हो सकता क्‍योंकि () 
तुलना में इस वर्ग के एस्टर बहुत कम क्षारकीय हैं, (४) ट्राइफेनिल फॉस्फ़ 'फ्रॉ में श्रधिकतम प्रोटॉनीकरण 
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पी प द ल्‍ ध .. ती 3: 5४६ किक पे: ०० | 3, ॥/ १६ 
प्रेक्षित नहीं होता परंतु इसकी पी-एच लॉग-दर-परिच्छेदिका दशाती हैं, (पर) ऐलिफेटिक फॉस्फेट ? 7 ७8 


(ऐरिल फॉस्फेट से अधिक क्षारीय) प्रवल अम्लीय क्षेत्र में उच्चिष्ट नहीं दशते । 


ग्रधिकतम दर के लिये, /-ताइट्रोफेनिल फॉस्फेट* के संबंध में दिये वेकल्पिक प्रस्ताव के अनुसार 
प्रधिक्तम दर, या तो आयनिक तीक्ता मंदक प्रभाव या जल-सक्रियता, या दोनों के कारण हो 
सकता है। 


#-क्लोरों एवं #-ब्रोमोफेनिल फॉस्फेटों' के अम्ल-जलअपघटन के प्रयोग में प्रक्षित दर, जल- 
सक्रियता के आधार पर परिकलित सैद्धांतिक दरों से भलीमाँति अनुकूल हैं । «केपरोलेक्टम में अधिकतम 
दर जज-परक्रियता एवं अयनिक तीव्रता के प्रभाव? के कारण बताया गया है। 


स्थिर आयनिक तीब्रता के गतिज आंकड़े (सारणी 2) अम्लीय उत्प्रेरणा दर्शाते हैं। चित्र ! से 
स्पष्ट है कि, रेखाकार वक्रों के ढाल, उस आयनिक तीत्रता पर विशिष्ट श्रम्ल-उत्प्रेरित दरों ४॥7) को 
पिझूपित करते हैं। आयनिक तीत्रता के साथ बढ़ों के दालों में वृद्धि दर्शाती है कि सयुंग्भी अम्शोय 
प्रजातियों द्वारा होने वाली अभिक्रिया धनात्मक लवण प्रभाव को ग्रहण करने की योग्यता रखती है । 
दर-अ्रक्ष पर अंतःखंड, जहां रेखांकार वक्र मिलते हैं, सूचित करता है कि केवल अम्लीय' उत्प्रेरित दर ही 
धनात्मक लवण प्रभाव को ग्रहण करने की क्षमता रखते हैं और उदासीन दर (£,)) का योगदान 
अभिक्रिया के सम्पूर्ण दर में स्थिर है। 08 ##' तथा आयतिक तीब्रता (७) के बीच खींचे आलेख 
का रेखाकार वक्र (चित्र 2) ब्रानरं टड-जेरम समीकरण की वेधता तिद्ध करता है। समान व्यवहार 
फॉस्फे24 लेक्टम'९ एवं लेब्रटाइड?* के जल-अपघटन के संबंध में प्रेक्षित किये गये। प्रेक्षित अम्लीय 
उत्नेरित दर गुणांक (5.) को रूढ़ अभिक्रिया ब्यवस्था के लिये ब्रानस्टेंड-जेरम समोकरण द्वारा निर्धारित 
करते हूँ । 

5. प,0 >> 5 त++,0 २2 [-> अभिक्रियाफल () 


| 03 है ञ्टां . ि 
जहाँ 5, फॉस्फेट एस्टर है और ४, संक्रमण-जटिल है । %६ को तिम्न समीकरणा द्वारा निरूपित किया 


जा सकता है। 


८ 5,./छ,0 ./प्+ 
 ऋ८ पिंक, « ( कज वन पी आम है. १82 8. 020 
छ+' “छल म्रक ' प्र ह 
्ट 0 5 9,0 है बे दर (4) ह 
जड्टां |, 0 और ँ) प्रचलित सार्थंकता रखते हैं। सक्रियता गुणांक पद गतित: स्थिर रहता है, क्योंकि 
वह लागरिथमकतः आयनिक तीव्रता तथा दाप 0 के साथ परिवर्तित होंता है । इसलिये समीकरण (7) 
को निम्न प्रकार <<खते हैं 


08 (£[]7 . ७] +)5708 5 कप ]08 (पु+ -2/« (7४४) 
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चित्र 3: 98? पर मोनो -2-4-डाइक्लोरो फेनिल फास्फेट का अम्ल-जलअपघटान 


८“, “-डाइक्लोरोफे निल डाइहाड्रोजन फॉस्फेट का अम्ल-जलअपघटन 28 
[08 पक स्ज09 प्प्त हे न ४ (79) 


समीकरण में $[+, दत्त ० तथा » क्रमशः उस आयनिक तीव्रता पर विशिष्ट दर स्थिरांक, शून्य 


आपनिक तीब्रता पर विशिष्ट दर [दर अक्ष पर अंतः खंड (चित्र 2)], ढाल (चित्र )) और आयनिक 
तौब्रता हैं। क्षेत्र 05 ॥/--2/8 हाइड्रोक्लोरिक अम्ल में अमिक्रिया का संपूर्ण दर निम्न समीकरण 
द्वारा परिकलित किया जा सकता है : 


४ परिकलित तत४ पछ+' (2 सु+ कु (४) 
परिकलित दर प्रयोग में प्रेक्षित दरों से मलीमाँति अनुइल है (सारणी 2) । 


224 हाइड्रोक्लोरिक अम्ल से अधिक अम्मीयता में (अर्थात्‌ 25 ॥/--776 तक) परिकलित दर, 
प्रयोग में प्रेक्षित दरोंसे जल-प्त क्रियता को लागू करने के पश्चात्‌ ही भलीभाँति अनुकल होते हैं 
(सारणी 2) । दर को निम्न समीकरण से निरूपित करते हैं : 


पट त्त्क ना धुन | एप (बय,0)7 (४7) 


स्थिर आयनिक तीज्रता के गतिज आँकड़े (सारणी 2) दर्शाते हैं कि 4 2/ पर उच्चिष्ठ केवल जल- 
सक्रियता में परिवर्तन के कारण है। 


साधारण प्रत्रल अम्लीय विलयनों में अभिक्रिया की आणविकता ज्ञात करने के लिये जुकर-हेमेट 
परिकल्पना को लागू किया गया । लॉग दर गुणांक तथा लॉग अम्लीयता के बीच में खींचे आलेख का 
रेखाकार वक्र (चित्र )) जिसका ढल लगभग एक (ढाल, -5) है, दर्शाता है कि अभिक्रिया द्वि- 
आणविक है । ढाल के एक से स्वल्प विचलन का कारण अम्ल उत्प्रेरित दर पर घनात्मक 'लवाण-प्रमाव 
क। होना है । 


अभिक्रिया दर की जल-सक्रियता पर निर्भरता को बनेट के प्राचलों से मी दर्शाते हैं। ०७* एवं 
० के मान, क्रमश: “2 एवं “-7, ऐसी अभिक्रियाओं में मिले जिनमें प्रोटॉन का मंद स्थानांतरण" होता 
है। परंतु ये मान टॉलईन-6-सल्फोनिक अम्ल में एवं प्ञठी और ॥40/॥ के मिश्रणों में जल-अपघटन के 
लिये अयोग्य माने गये । तो भी नये प्राचल को, जिसमें 08 ४०-४6 तथा ॥०8 0प8्त+ +४96 के 
बोच खींचे आलेख का ढाल ४, डाइनाइट्रोफेनिल फास्फेटश (४---2) में अम्लीयता की अभिक्रिया 
दर पर निर्मरता के स्पष्टीकरण के लिये अ्रनुकल समा गया। इसी प्रकार के परिणाम 2, 4-डा इक्लो रो- 
फेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट के अम्ल-जलग्रपघटन के लिये भी प्रेक्षित हुए (चित्र 4) । 


उच्च-ऋणात्मक एन्‍्ट्रॉपी एवं तुलना में कम संक्रियण-ऊर्जा के मान भ्रमिक्रिया की द्विआणविकता 
को दशतते हैं। 2, +-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजत फॉस्फेट के अम्लीय-जलअ्पघटन की क्रियाविधि 
ज्ञात करने के लिये उच्चिष्ठ के दोनों ओर 3 26 एवं 4-5 2४ में 80*, 90", 98? पर श्राहेंनियस प्राचल 
ज्ञात किये गये (सारणी 3) । ये परिणाम उच्चिष्ठ के दोनों ओर अभिक्रिया की समान क्रियाविधि को 
दशतति हैं और साथ ही अमभिक्रिया की द्विआणविकत।2* की पुष्टि करते हैं । 
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चित्र 5: कुछ मोनोएस्टरों के लिये समगतिक प्रालेख 
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सक्रम ण-अ्रवस्था का आचरण ज्ञात करने के लिगे हयुजेस एवं इंगोल्ड* के विलायक प्रभाव 
संबंधी सिद्धातों को उपयोग में लाया गया । इन सिद्धांतों के अनुसार विलायक की आयनकारी शक्ित में 
वृद्धि के साथ दर में कह्वास यह दर्शाता है कि अम्ल-जलअपघटन की संक्रमण अवस्था में आवेश का 
प्रकीर्णन होता है । परंतु 2, 4-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजत फॉस्फेट की क्रियाशील प्रजाति डाइ- 
ऑक्‍्सेन के भ्रधिक प्रतिशत £ में अविलेय होने के कारण इस पर विलायक प्रमाव अल्पतर (सारणी 4) 
है । इस प्रकार के परिणाम अन्य फॉस्फेटों* में प्रेक्षित हुए । 


अनुनाद-स्थायीकृत फीनॉक्साइड आयन बनने के कारण, 2-0 वन्धन के विखंडन की संभावना 
अधिक होगी । मोनोऐरिल फॉस्फेटों के अम्लीय-जलअपघटन में 2-0 बन्धन का विखंडत ही दर्शाया 
गया है । ऐरिल मोनोफॉस्फेट एस्टरों के अम्ल-जलअपघटन के गतिज आँकड़े (सारणी 5) दर्शाते हैं कि 
2, 4-डाइक्लोरोफ निल फॉस्फेट के अम्ल-अपघटन में ?--0 बन्धन विखंडित होता है । ?--0 बन्धन का 
विखंडन, फॉस्फेट एस्टरों के अम्लीय उत्प्रेरण के नीचे दर्शाये परिमाण के क्रम (सारणी 5) से भी 
श्रनुमोदित होता है । 


#-नाइट्रो ४ 2, 4-डाइकलोरो -- >> 2, 3-डाइ मेथॉक्सी -- 7:>0-ओथक्सी, /-मेथिल - 8> 
?'ब्रोमो-- >> /#-क्लोरो- 


प्रयोगों में प्रक्षित आँकड़ों के श्राधार पर अम्ल-जलअपघटन की संभादित क्रियाविधि को निम्न 
प्रकार से आरेख 7 के अनुसार प्रस्तावित किया जा सकता है । 





आरेख - 7 
() रुस्‍्टर का संयुग्मी अम्लीय अजातियों में परिवर्तन 
(, 

का 0 0 

॥ तीव्र ८ हक कट पी 
0-“?-०0-+॥+ + #50 स्स्न्स्से ८ है 0 रि 0-॥4+- ॥2 0 

| ४ ० 
[ 8 । 


8 5 
(॥) संयुग्मी अम्लीय प्रजातियों के फॉस्फोरस पर , जल के द्विअणुक न्‍्यूक्लिओफिलिक 
आक्रमण द्वारा जल - अपबटन 


पा | संद हे इ 
८! है 0-।7 ४: ४:2 का हा 0-।#4 + अर [ 
0 +। / 
हे ० | _तीव्र ओटान स्थानान्‍्तरण ,-०- म _0०-#+ क#* 


0-- | ““ 0" 


न है! 


!/ /। 
अभिक्रिया की संभावित क्रियाविधि को समगतिकी संबंध द्वारा पुनः अनुमोदित किया है। 
आलेख (चित्र 5) में मोनों 2, 4-डाइक्लोरोफेनिल फॉस्फेट का बिन्दु 2-0 बन्घन द्वारा विखंडित 
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होते वाले एस्टर की तरह रेखाकार वक्र के समीप आता है जिससे क्रियाविधि का अनुमोदन 
होता है । 
सारणी 
2, 4-डाइक्जोरोफेनिल डाइह।इंड्रोजन फॉस्फेट के, 98? पर, अम्ल-उत्प्रेरित जल-प्रपघटन के दर 


(2, 4-डाइक्लो रोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट--0-0005 ॥£) 


का] ]0भ:2 
) मिनट 
-00 ]0-77 
-50 3:60 
200 8-0 
2-50 ]8-62 
3-00 ]9-87 
3-50 ]9-70 
4-00 22-58 
4-50 3-76 
5-00 5-65 
5-50 9-40 
6:00 4-38 
6-50 3-26 
7-00 ]-8 
सारणी 2 


2, 4-डाइक्लोरोफे निल डाइहाड्ोज़न फॉस्फेट के, 08? पर, अम्ल-जलअपघटन के सैद्धांतिक 
: एवं प्रेक्षित दर । 


पर 08 [८ (मिनट?) 

0 ६/। टीन-ज---+-+------------ 
प्रक्षित परिकलित 

0*5 । 8-28 8-73 

०0 0.77 0-75 

-5 3-:60 ]3-74 

2-0 ]8.0 8:05 


“9 “-डाइक्जोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट का अ्म्ल-जलअपघटन 28 


।ल क। 03 ६८ (मिनिट) 
४ ८7पभपपै-++-+--+++ से 
प्रज्ञित परिकलत 
हब, |8 62 ]8-99 
9-0 ]9-87 20-]8 
350) 0-70 ०0.0] 
4-0) 22.58 22-75 
4") ] 3576 ]3-8] 
5.0 9-40 9-32 
93 3%635 5-50 
0९0) 4*38 4.29 
659 3-26 3:]6 
).0 ]:8 ]:]7 
सारणी 3 


0, 4-डाहबनोरोफे निल डाए तएड्रोजन फॉस्फेट का जलीय हाइड्रोक्नोरिक अम्ल में जल-अपबटन 
के लिये शात किये गये आहे।निय-, के प्राचल 


द प्राचल 
[0॥ सक्रियण ऊर्जा श्रावृति क,रक एन्ट्रॉपी 
॥। 5 ४ 8 
कि० कलोरी/मोल (सेकंड) ९. पथ. 
3०) 6-9 3-3 5८ 0५ + 0559 
49 ]/*5 56 »< 0५ --3 )-3 
सारणो 4 
2, 4-डाइक्लो रोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट के अम्लीय जल अपघटन पर विलायक का 
प्रभाव 
उपयोग में लाया 
पा डाइ-ऑक्सेन का प्रतिशत 07 ६८ 
) (विलायक) (५/५) (मिनट?) 
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अल्पतापीय, अल्पघनत्व वाले इलेक्ट्रॉन-आयन चुम्बकीय 
प्लाज्मा में तरंग संचरण 


सुरेन्द्र रावत 
राजकोय महाविद्यालय, कोटपुतली, राजस्थान 


[ प्राप्त-- ग्रक्टूबर 30, 973 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोब पत्र में अल्पतापीय, अल्पघनत्व वाले इलेक्ट्रान-आयन प्लाज्मा में तरंगों के संचरण 
के लिए द्विधातीय युग्मित तरंग समीकरणों के ब्यंजक प्राप्त किये गये हैं जबकि वाह्य स्थिर चुम्बकीय 
क्षेत्र की तीत्रता बहुत अधिक हो । तरंगों को रेखाध्रूवित मानते हुए इनसे विक्षेपण सम्बन्ध ज्ञात किया 
गया । इस सम्बन्ध को कई विशिष्ट दशाओं में सरलीकृत करके कला वेगों के व्यंजकों की ब्युत्पत्ति करके 
विस्तृत रूप से अध्ययन किया गया है। यह देखा गया है कि सामान्यतः: इस विशिष्ट प्लाज़्मा में छः 
प्रकार की तरंगें संचरित होती हैं जिनमें से केवल चार तरंगें या तौ वाह्य चुम्बकीय क्षेत्र की दिशा में 
या लम्बवत्‌ दिशा में सं 4रित होती हैं। इस प्लाज़्मा माध्यम में न्यूनतम स्रोत झ्रावृत्ति, अनन्त स्रोत आवृत्ति 
तथा अनन्‍्त घूर्शनश्रावत्ति की दशाओं में क्रमशः तीन, पाँच तथा चार प्रकार की तरंगें संचरित होती हैं। 


595(972८४ 
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मुख्य चिन्हों को सूची 


€0 स्वतंत्र आकाश की विद्युतशीलता 
(५० स्वतंत्र आकाश की पारगम्यता 
८ स्रतंत्र आकाश में प्रकाश का वेग 
हे इलेक्ट्रॉन का आवेश 

7 करा को संहति 

रॉ करा का ओसत आबादी घनत्व 
! करा का विक्षब्ध घनत्व 

० करण का औसत दाब 

| करा का विक्षब्ध दाब 

० कोणीय स्रोत आवत्ति 

००) कोणीय प्लाज़्मा आवृत्ति 

५०५ कोणीय घूर्णन श्रावृत्ति 

० तरंग का कला वेग 

/ तरंग का कला संचरण स्थिरांक 
छ, बाह्य स्थिर च्‌म्बकीय क्षेत्र 

ड विद्युत क्षेत्र सदिश 

रस च्‌म्ब्रकीय क्षेत्र सदिश 

न्‍् 

£ कण का वेग सदिश 

पर डेल संकारक 

की 

बट 


« अक्ष पर इकाई सदिश 


पिछले कुछ वर्षों में विभिन्न प्रकार के चुम्बकीय प्लाज्मा में संचरण की प्रकृति जानने भ॑ पिशेष 
ध्यान दिया गया है। त्तालेकर तथा रावत ने उष्ण इलेक्ट्रॉन चुम्बर्कीय प्लाज्मा में निद्वत बम्बवीय तथा 
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विद्युत ध्वनिक तरंगों के संचरण के लिए द्विघातीय यूब्मित तरंग समीकरण प्राप्त किया और इससे इन 
तरंगों के संचरण के लिए विक्षेपण सम्बन्ध ज्ञात किया। इससे पता चलता है कि उष्ण इलेक्ट्रॉन चुम्बकीय 
प्लाज्मा में केवल तीन प्रकार की तरंगें संचरत होती हैं। ये हैं--- 
()) साधारण विद्युतच्‌म्बकीय तरंग, 
(2) 


(3) इलेक्ट्रॉन प्लाज्मा तरंग । 


अगाधारण विद्यतच॒म्बकीय तरंग 


यदि इस चम्बकीय प्लाज्मा में आयन की गति पर भी विचार करें तो इनके अतिरिक्त एक चौथे 
प्रकार की तरंग भी इसमें संचरित होता है” जिस आ्रायन प्लाज़्मा तरंग कहते हैं। यह तरंग प्रत्येक 
ग्रावृत्ति के लिये प्लाज़्मा में संचरित होती है । 


इन अध्ययनों में हमने प्लाज़्मा के दाब को अदिश माना है । यह मान्यता तमी सम्भव है जब 
प्लाजमा में संघट् श्रधिक गात्रा में हो। यदि वाह्य स्थिर चुम्बकीय क्षेत्र अधिक प्रभावशालों है तथा 
प्लाज्मा अल्पतापीय और ग्रल्पधनत्य वाला है तो भ्रवयवों के दाब विकर्णा मंट्रिक्स के द्वारा प्रदर्शित होते 
हैं। इस प्रकार के प्लाज़्मा में बर्नस्टीन तथा तिहान", ली तथा श्रव्य सहयोगी” तथा तालेकर और रावत 
इत्यादि ने तरंगों के संचरण के लिये विस्तृत रूप से विक्षेपण सम्बन्ध का अध्ययन किया है। ग्रधिकांश 
अ्रध्ययनों में केवल दो प्रकार की विशिष्ट दशायें ली गई हैं । 


()) जब तरंगों का संचरण स्थिर च्‌ म्प्रवीय क्षेत्र के समान्‍्तर रहता है । 
तथा 

(2) जब तरंगों का संचरण स्थिर चुम्बकीय क्षेत्र के लम्बवत्‌ तल में होता है । जब तरंगें अल्प- 
तापीय तथा श्रल्पघ्नत्व बाले प्लाज़्मा में किसी भी दिशा में संचर्त होती हैं तो इस दशा में रावत* ने 
विक्षेपण समीकरण का गहन भ्रध्ययत किया है । प्रस्तुत शोध पत्र में इसी प्रकर के प्लाज़्मा में आयन की 
गति पर विचार किया गया है। यह गति कम आवृत्ति वाली तरंगों के लिए बहुत महत्वपूर्ण है। सर्वप्रथम 
द्विघातीय युग्मित तरंग समीकरण प्राप्त किये जावेंगे तथा फिर इससे विभिन्न तरंगों के लिए विक्षेपण 
सम्बन्धों की उत्पत्ति की जावेगी। इस श्रध्ययन को प्लाज़्मा के दो से श्रधिक ग्रवयवों के लिए भी ब्यापीकृत 
कार सकते हैं । 


आधारभूत समीकरण 


माना वाद्य चुम्बकीय क्षेत्र दक्षिणावत्ते कार्त्तीय निर्देशांक् निकाय के ८ श्रक्ष की दिशा में हैं तथा 
सर राशियों की समग्र निर्भरता ७ा० (/०/ के रूप में है। प्लाज्मा में तरंगों के संचरण के अध्ययन के 
लिए उदासीन, अल्यतापीय तथा अल्प घनत्व बाले इलेक्ट्रॉन-आयन चूग्वकीय प्लाज्मा को संचालित क रते 
ए एकाबातीय समीकरणों का बन्द समुच्चय निम्न लिखित है जो कम आयाम वाली तरंगों के लिए स्रोत 
मे स्वतंत्र प्रदेश में मान्य है । 
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(अ) मैकक्‍्सवेल समीकरण : 


4 नं ८० ०0 प्र (]) 
एजफीच ०७ ४फर 2,१ (2) 
(आ) संहृति अभिगमनी समीकरण : 
/०7:४८--२४(ए . 7;) न्‍्0 (3) 
(इ) संवेग अभिगमनी समीकरण : 
४ ०हकतोध- 20%(8 +- 2 [7 »2)+ए हा (4) 


(ई) उष्मा अभिगमनी समीकरण : (बर्नेस्टीन तथा त्रिहान") 


है] फ् 0 7 6 कर्क 
० 7 -+2000 ४७४ - //+-2//077 मर (9) 
आम १7... 6 
०2५ --०2१६०५ ० - ”/--/॥५॥] हे पा (0) 
(उ) इलेक्ट्रॉन दाब टेन्सर 
2 । 0 0 
7४7 | 0 /£?£। 0 (7) 
0 0 /#१77 
(ऊ) अभिलाक्षणिक टेन्सर 
। 22. +27५ 0 
ग ] | हि ( 
0 0. (४2१ "| 
यहाँ 2-८ ८०/५०५७ तथा' 7९ ५< ८०१६५ 
(ए) सापेक्ष विद्यतशीलता टेन्सर 
हि कर है हु 7 | 
हु | # छा । 


यहाँ 


कक [के “(५ ८4 रद 
कक 2७ ४; ठ्] तथा 7-- इकाई मट्रक्स 
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उपरलिखित समीकरणों में अघोलिखित # कणों के प्रकार को प्रदर्शित करता है --० श्रायन तथा ४ 
इलेक्ट्रॉन के लिए । राशियों पर अंकित अधोलिखित 7 तथा / वाह्य स्थिर चुम्बकीय क्षेत्र के समानन्‍्तर 
तथा लम्बवत्‌ दिशा में अवयवों को प्रर्दाशत करते हैं और 0 ,----« तथा 2;₹« है । 


3. सामान्य यग्सित तरंग समीकरण 


संवेग अभिगमनी समीकरण (4) को मेट्रिक्स के रूप में निन्‍त प्रकार से लिख सकते हैं । 


० ॥7/.४, 7?। नल 0) ४ -+) ६ (पा #,) हे (।0) 


तथा उष्मा अभिगमनी समीकरण (5) तथा (6) को हल करने पर 


जा 


9... __ 2० है ]] 
5 जुडगह् (ता 2700 7 22% /१/0।) ६72 


प्राप्त होता है। समीकरण (0) का डाबजेन्स लेने पर तथा इसे फिर समीकरण (!) के साथ संयुक्त 
०७ «४ 
करने पर हमें 2/ तथा /£ के लिए यूग्मित समीकरण 


/४, मन #औ 
[(० . !/)] || न हा (रा 40 + 20 /00) 7 2/./%/0. - (४६ 2)570 ((2) 
मिलता है । 


समीकरण (४) में समीकरण (0) से 7, का मान रखने पर [ए 2८४] के लिए एक व्यंजक 


०८0 2६ लक 8 
ए>#च्य ० ७४ ४--2 १5 छह 9 (ए.#/) (3) 
मिलता है | यह इस प्लाज़्मा के लिए संशोधित मेक्‍्सवेल समीकरण कहलाता है । समीकरण () का कल 


लेने पर और तब समीकरण (3) की सहायता से [ए ८7] का प्रतिस्थापन करने पर हमें £ तथा /% 
में दूसरा यूग्मित समीकरण प्राप्त होता है । 


| 
ए>८ए>2-% ६2-80 25 के (४ "4४०० (/4) 


। 
इसी तरह 2४ तथा #६ के लिए सामान्य द्विघातीय युग्मित तरंग समीकरण प्राप्त कर सकते हैं 
समीकरण (3) को ६7 से पूर्वंगुण। करने के बाद और तव कल लेने पर तथा इसके बाद समीकरण (7) 
से (५००४ ५:) का मान प्रतिस्थापन करने पर 


0 
ए ३८६7 ए)ग-#ढ मेक ए 2 है ठुजज 89050 (5) 
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युग्मित तरंग समीकरण प्राप्त होता है। समीकरण (3) को ६7 से प्वगणा करने पर तथा तब इससे 
समीकरण ([2) में # को विलुप्त करने पर 7 और #| में दूसरा युग्मित समीकरण 





(९६.४ हो 
ए .*४(ए.#:)+ ४ |, ? जा /ए #0] 
८०४४८.) ;. (2८.0 203 मं" (6 
हज, 80॥ (#प री व 440 /0प) २ ए . /६7(७० ३८४४) (6) 


मिन्नता है । 


इन तरंग समीकरणों को सामान्य विधि से हल करना अत्यन्त कठिन है क्योंकि वाह्य चम्बकीय क्षेत्र 
ते बुग्मन के अजावा प्लाज्मा तरंग स्वंय संबोजित हो जाती हैं इसलिए तरंगों के बीच यग्मनः की प्रकृति 
जानने के लिए इन समांग तरंग समीकरणों का एकतलीय तरंग हल मानते हैं । 


विक्षेपण मंट्रिक्स 


हक कलक.. हनन 


ना इन तरंग समीकरणों का हल 275 ० (-२ 6 .+) के रूप में है । यहां £ संचरण 
सदिश इस प्रकार है कि ८ « £ निदशांक निकाय के श्रक्ष से सम्पाती है और अक्ष से 0 कोण बनावा 


! ऐसे हल को समीकरण (5), (6), (0) तथा (4) में प्रतिस्थायत करने पर तथा £ के अतिरिक्त 
अ्रत्य चर राशियों को विलप्त करने पर 


2) #-.0 (7) 


प्राप्त होता है। यहाँ 2? 3:८5 का मैटिक/ है जिसके अवयव निम्नलिखित 





पल || 
है ( किक ४“ कै प्रजा “] ”॒ | ४ ञञ 
॥त्त] 7ढर ०087 6 दि ठ्य्ड (०१-...382,| ०१ ०७१४ 0) (॥8 ) 
४0955 --20,, ++ -- | / (४)- 32 ,, ८४ ८०४९ 6 [8 
658, ; 77 / ( आर) 
) ह+ हु ४ ( 
॥ ्ि सर हे कर शत ०४ ४४९ | | 877 0 ८05 0 (8 ट्) 


/ 2 ] 
429५ 5+ | । [ -&) 3, ठ्डः हर पा | ८0 |; -+- (0 “४... ०4 20584 0) || ( ]8 () 


7 70५ ५ 
3 सन्त (ः छह / ४८5५] घ्य 8 ८05 | ( [ 8 उ) 
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37 
2 ] 
“)3] हद रे गा» मद पा ०] आ0 0 ८ 
० 99,550 का कं | (78 ऊ) 
॥ करन | ० मा | 
शत [4 ४ 8 ८4,... 8790 6 ०05 0 (8 ए) 


८8 , ७ कि || 4 ५ 
8 ॥|। [>> पत्र आए 8) च् का ऊ | | कल ) ० --202:| ०१ आंत? /] | (8 ऐ) 


२; 8. 
पर ( ] -9) 2/- (3४१ ८०४१ ४ (( --7.४7)-+20% आंपः 0) ०४ 


[>> 


+-5४%;., ४*ै;] आप? 6 2052 /| (9) 
0०१, | नल तथा ण्क्न्फ 
समीकरण (]7) का हल ज्ञात करने के 'लए /2 का सारणिक शून्य होना चाहिए । 
0८८ (250 (20) 
यह इस विशिष्ट ८५ज्मा माध्यम में संचरित तरंगों के लिए विक्षेपण सम्बन्ध देता है। समीकरण 


(20) को हल करने से पता चलता है कि यह ० में छः घातीय समीकरण है झ्रतः इसका हल निकालना 
प्रत्यन्त कठिन है । इसी लिए इस विक्षेपण सम्बन्ध का श्रध्ययन पहले कुछ विशष्ट दशाश्रों में करेंगे । 


(अ) वाह्म चुस्बकीय क्षेत्र के समान्तर तरंग संचरण 
दस विशिष्ट दशा में (8-50), विक्षेपण मंद्रिक्स का सारणिक दो खंडों में विभकत हो जाता है । 
4234 4229 -+<०॥४ ४224750 ( 24 अ) 


तथा 
4)0,,550 (2] आ) 


प्रथम खंड साधारण तथा असाधारण विद्युतचुम्बकीय तरंगों के लिये विक्षेपण सम्बन्ध देता है 
जिनके कला वेगों को निम्न प्रमीकरण से प्रदर्शित करते हैं । 


] ह ] “7/2 
£ कक! के नम मिला कद मरी कल मिलन मिक 2 50 जग कक ) 
छः | 2(89--70) . छए9क/70४) (22 अ) 


यहाँ /९(-5 -- २ तथा 24 --#॥/7४; 
द्वितीय खंड से मंद तथा द्वुत प्लाज़्मा तरंगों के लिये विक्षेपण सम्बन्ध प्राप्त होता है । यह है 


((27-- ]--04)४7-30%, | #(४22(] -- ०) + (व्या+-र/)) 2 वार्ड: 0५१02,,५-० (22 आ) 
कै? 0 
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यहाँ ७]१ 77 रे घा ७4९, 


समीकरण (22 श्र) शेशाद्वी के व्यंअक के अनुरूप तथा समीकरण (22 आ) रावत द्वारा प्राप्त 
व्यंजक के अनुरूप हैं। ०,। < [, बहुमान्य सन्निकटन का प्रयोग करने पर संशोधित प्लाज्मा तरगों के 


दोनों कला वेगों को प्राप्त कर सकते हैं । 


४, + 3 /09//97-); 62/>7 (८9) 
2५ चत30ग वान री) 7... 95 प्या-+ 74) (2 अ) 
-3(0%,, [गा (व्यू +र4) |; 0-5 (०१-२४) (धो 
नन्उपथा62/[097- (कानारीव)]; ४2२ (णा-।व4) (2+ डू) 


(आ) बाह्म चुम्बकीय क्षेत्र के लम्बबत्‌ तरंग संचरण 


पहले वाली विशिष्ट दशा को तरह इस दशा (6--»/4) में भी विक्षेपण सम्बन्ध दो खंंडों में 
विभक्‍त हो जाता है। पहला खंड साधारण विद्युतचुम्बकीय तरंग के लिए कला वेग का निम्त व्यर्णक 
देता है । 


-९--(2/((28 - ] -- 0/)7१; ४22>] -]- 24 (४४ अ) 


द्वितीय खंड हल करने पर विभिन्न तरंगों के बीच युग्मन निदर्शित बारता है इसीलिए यह संशोधित 

रंगों के तदनुरूप है। इन संशोधित तरंगों-संशोधित असाधारण विद्युतचुम्बकोय, संशोधित ६ लट्रॉन 

प्लाज़्मा तथा संशोधित झायन प्लाज़्मा तरंग-के लिए कला वेगों को घन समीकरण से निकाल सकते हैं 
जो द्वितीय खंड से प्राप्त होता है । 


04 , ४ 2 2 0 
«| +« (5) +« |) (8 जा 
यहाँ 
405६० --४22 (2 --204-- /४ 4 0४%) -- (१ -- है - |- 2//४5) (2७ श्र) 


4 5२--४26(] --25 4200) (१ (] - 04-7२ -- ॥/2/९ .- 2/,॥ -| 4२/॥0॥ 
न47620%। --%,॥ | 204/4]-- 27४ ;।) 
- 3270-00 ९ | 0१४. 2000, । -|-20/%,। || 22747 
+47॥ +न-42447: -- 20420 ;।) (20 आ] 
चूअ[82 9 +7॥ | 7072) 774० (2400 + २4222, | 7॥।-| 7ऐ३/। 


न 707:]-+ २40] ४(।) (2 दर) 
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८४8 7०--४20।7%:] (२6 ई) 
72॥ >- (3 ८२ 
यह समीकरण तालेकर तथा रावतः द्वारा प्राप्त ब्यंजक के 22१/--४/ के तुल्य है। इन तरंगों के कला 
वेगों को पहले ही शेशाद्री/ तथा तालेकर तथा रावत ने विस्तृत रूप से अध्ययन किया है । 


(इ) बहुत कम स्रोत आवत्ति के लिए संचरण 


इस विशिष्ट दशा में स्रोत आवृत्ति लगभग शून्य के बराबर मानते हैं। इससे विक्षेपण सम्बन्ध 
तीन खंडों में विभक्‍त हो जाता है । इनसे हम साधारण विद्युतचुम्बकीय, अ्रसाधारण विद्युतचु म्बकीय 
तथ। ध्वनिक तरंगों के कला वेगों को ज्ञात कर सकते हैं । ये हैं । 


४07०८7०,/(2४/( -.. 0४ -- 0४722) ; (27 अ) 
४८०० ८४२ ८05 64/(804/ ( - ॥४ -.. 0//22) ) (27 आा) 
४/-००६५,, ००४ 0५/3०,, +२24४)/(] -- ४) (27 इ) 


इन वेग व्यंजकों को देखकर यह पता चलता है कि छः तरंगों में से केवल तीन तरंगें बहुत कम श्रावृत्ति 
वाले प्रदेश में संचरित होती हैं जिनमें से बाद के दो कला वेगों के ब्यंजकों में दिशा निर्मेरता है। इस 
विशिष्ट दशा में अप्षाधारण विद्युतचुम्वकीय तथा ध्वनिक तरंगें बाह्य स्थिर चुम्बकीय क्षेत्र के लम्बवत्‌ 
दिशा में विलुप्त हो जाती हैं श्रौर केवल एक तरंग, जो कि साधारण विद्यतच्‌ म्बकीय तरंग है, संचरित 
होती है । 


(ई) अनन्त स्रोत आ्रावत्ति के लिए संचरण 
अनन्त स्रोत आवृत्ति की दिशा में भी विक्षेपण सम्बन्ध तीन खंडों विभक्त हो जाता है । पहले दो 
खंड बिद्य तचुम्बकीय तरंग के लिए समान कला वेग देते हैं । 
276 (28 अ) 
और तीसरा खंड ध्वनिक तरंग के लिए कला वेग देता है । 
४-- (3072... 2052 6--20%| धं7३ 6) ४४ -50%;,, 0%;। ००05 6 074 6-50 (28 आ) 
इस दशा में साधारण विद्युतचुम्कीय तरंग और असाधारण विद्युतचुम्बकीय तरंग एकसाथ 
संचरित होती हैं तथा इनमें कोई अन्तर नहीं होता है । विद्युतचुम्बकीय तरंग तथा घ्वनिक तरंगें युग्मित 
न होकर एक दूसरे से स्वतंत्र भ्रवस्था में संचरण करती हैं । समीकरण (28 आ) से पता चलता है कि इस 


दशा में केवल चार प्रकार की प्लाज़्मा तरंगें चलती हैं जिनमें से दो इलेक्ट्रान प्लाज़्मा तरंगें तथा दो 
आयन प्लाज़्मा तंरगें होती हैं । 


40 : सुरेन्द्र रावत 
(उ) अनन्त घूर्णन आवृत्ति को दशा सें संचरण 
जब घ॒ूर्णन आवृत्ति बहुत भ्रधिक होती है तो फू, “४ 0, इस दशा में विक्षेपण मेट्रिस के अवयव : 
6 
293 $ ता 0८०३१ 6) 


2]855-२2॥ 5१४०१ न 4282750 


2 
9202 
8 ग्र्शा 8 ८05 0 
है 
// 
42.9 75[ [-- | 
24 है 


/ ८4६ , रे 05 
१००० शा ४ स् 87 : आए छरच 
239 | व ठाह | छह 5ऋ, एड कर 


रैँ 


2 मेंट्रितस का सारणिक निकालने पर दो खंड प्राप्त होते हैं :- 


2,,5-0 (29 श्र) 
तथा 
था 4233 “72238 42855 0 (29 आ) 
प्रथम खंड से 
०28घड5:८ (30 फ़ं ) 


प्राप्त होता है जो साधारण विद्युतचु म्बकीय तरंग के कला वेग को सूचित करता हैं। ह्वितीय खंड से 
निम्न घन समीकरण प्राप्त होता है । 
०९(४2१-. ] --04) -- ८४८१(४०१ -- (] -- ॥/) ८००४१ 6 -- (/22 -- 0४) 89... ००४१ 0 
नी (42/--)390 005 6) --०४८४((४2१ --3/ ८०४१ 0) 3, , ००५४१ 0 
न (807--009 0) ॥॥॥ ०08? 0--9029,] 77.3 ००४४ 0) -- 96% (2%,47:3] ००४४ 0-0 (00 आ ) 
यह तीन घातीय विक्षेषण समीकरण है इसलिए प्राप्त कला वेग संशोधित विद्यतचग्बकीय 


संशोधित इलेक्ट्रॉन प्लाज़्मा तथा संशोधित आयन प्लाज़्मा तरंगों को निदिष्ट करते हैं। यदि 
८9४८9 ४॥7 पेथा > 74 है तो इस समीकरण को दो भागों में विभक्‍त कर सकते हैं । 





0१... ८४ (425 -- ८0४? 6) पे (-|-/2) 


- (छा-5 622< ००४१ 6 (3] अ, 


तथा 
० ((27--००४१ 8) - ०१८१(४०१-- )/ ८०5१ 60), , ००४१ 6-- (2४ -- 0055 0)3/,, ८०४४ 0) 


-+-97, 74 ८022 2084 0:७0 (७ [ झा) क्‍ 
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8४ «&] को ध्यान में रखते हुए समीकरण (3] आ) को भी हल कर सकते है । 


(22 008 0 


है 5 ॒ म्य्य्छे 82 ए#- ८०४ 0) न ६27>2008 8 ( 52 .) 
४५.०० पयवा दिग्श (प्यार) ० कि] वी शि् 0) ८०४१ 6 (33 अर) 
30%, ०058+ 0[०वर (पता 7 /4]१*; 82०० (०१-4 2४) ०८०४१ 0 (33 आ) 

(20 0057 0 
मत [622 0057 0(८। 7 ४) ] (४ व्त ४) ०0५ है. (33 इ) 


तलिष्कर्ष 


हमने ग्रल्पतापीय, अल्पघन त्व वाले उदासीन इलेक्ट्रॉन-आयन च्‌म्बकीय प्लाउंमा को संचालित करते 
हुए समीकरणों के समुच्चम को लेकर विभिन्न तरंगों के लिए सर्माग द्विधातीय यूग्मित प्मीकरण ब्राप्त 
किये हैं । समीकरणों से विक्तेषण सम्बन्ध को एकतलीय तरंग मानकर ज्ञात किया है । इस विक्लेपण 
सम्बन्ध का अध्ययन करने से यह पता चलता है कि कुल छः प्रकार की तरंगें संचरित हीती हैं जिनमें से 
केवल चार तरंगें स्थिर चुम्बकीय क्षेत्र को दिशा में संचरित होती हैं । इसमें दो विद्युत चुम्बकीय तथा अन्य 
दो प्लाज्मा तरंगें हैं। श्न प्लाज़मा तरंगों के कला वेग ध्वनि वेग ० के लम्बवत्‌ अवयव पे निर्भर नहीं 
करते हैं । इसी प्रकार तार तरंगें स्थिर च॒ुम्बकीय क्षेत्र के लस्ब्वत्‌ दिशा में संचरित होती हैं लेकिन इनमें 
से दो प्लाजमा तरंगों के कल बेग ध्वति वेग के लम्बवत्‌ श्रवयत्र पर निर्भर होते हैं न कि समातानन्‍्तर 
भ्रवधव पर। यदि सोत ग्राबृत्ति को भ्युनतम कर दें तो केवल तीन प्रकार की तरंगें स्वछन्दतापूर्वक 
मंचरित होती हैं. जिनमें दो बिद्य तच्‌ म्बकीय तथा एक यूग्मित इलेबट्रॉन-आयन प्लाज्मा त रंगें हैं। लेकिन 
ग्रनव्त खोत आवृत्ति के लिए पाँच प्रकार की तरंगे संचरित होती हैं जिनमें एक विद्युत चुम्बकीय, दो 
इलेक्ट्रॉन प्लाजमा तथा दो भ्रायन प्लज्मा तरंगें हैं । विद्युतचु म्बकीय तथा प्लाजमा तरंगें एक दूसरे से 
स्वतंत्र रूप से संचरित होती हैं । इसी प्रकार अनन्त घूर्णन आवृत्ति की दशा में केवल चार ते रंगें संचरित 
होती हैं । साधारण विद्युतच्‌ म्वकीय तरंग प्रत्येक स्रोत आवृत्ति के लिये ४ कला बेग से संचरित होती हैं 
लेकिन असाधारण विद्यतचुम्बकीय तस्ग अ बृत्ति के केवल 82:०५ ४: ॥6/)7४ तथा 822>००8 ९ प्रदेश में 
संबरित होती है। इलेक्ट्रॉन प्लाजमा तरंग (2::0०8 0 भ्रावृत्ति प्रदेश में संचरित होती है तथा झायन 
प्लाज्मा तरंग प्रत्येक श्रावुत्ति के लिगे संचरित होती हैं । 
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एस० एम० वर्मा तथा ए० पी० खड़ा 
शीलाधर मृत्तिका विज्ञान गवंषणागार, इलाहाबाद 


[प्राप्त--भ्रक्टूबर 2, 973 ] 
सारांश 


धान की ॥४०?,, किस्म गमलों में रोपी गयी और पौधों में फास्फोरस-पोषण का अ्रध्ययन 
रासायनिक पिश्लेपण द्वारा किया गया । यह पाया गया कि पौधों में नाइट्रोजज तथा फास्फोरस का 
दग्रहणा नियंत्रित पौधों से अधिक होता है । पीधों का कार्बन-नाइट्रोजन अनुपात नियंत्रित पौधों से 
कम रहता है। फास्फोरग उर्बरक के रूप में बेसिक स्‍लेग तथा सुपरफास्फेट का प्रयोग किया गया तथा 
40, 60 तथा 00 दिनों के पश्चात्‌ पौधों का रासायनिक विश्लेषण किया गया। 


4.95॥793 ८: 


ए०६ ०९ ए०्डफॉठ्फएणड ठत टील्फंट्शो. ए०फएफएण्डएग्ा णी एनवेतए, 29 0, २४ 
'एजापा4 घाते 6. 7, ल्‍॥09, 9ल]० ॥)॥वकक' 0500प० ०णी 50 5500९९, 4ै2॥4 040 एएहाए४८7४॥9, 
८9॥9]) 90. 


४१५ रकापंटाए ती फब्वेंतए जड़ (एथा3ए470०त 7 0900 (0 ४(प९५ +6 [0भूश्वाड ग्रपाए- 
[70%9 ० (6 एड ७9 दा दाफयांट्य बगव एड5,. 0० ए[-०ॉ६९ 0 79708०87 470 9705]00708 
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पड़ठ्त 8 जी०जुओएाल विएीडलाड़ क्या (९ टालागटव 279ए35 0० 6 फीब्याड3 एब३ ९०ग्रदेपटाटत 
बला 40, 60 बाद 700 6898 8९ 8छुएए774007 


पौधों के जीवन के लिए प्रमुख आवश्यक तत्वों में फास्फोरस का महत्वपूर्ण स्थान हैं । फास्फोरस- 
उर्वरकों के प्रयोग से बहबा पौधों में नाइट्रोजन की मात्रा में असन्तुलन उत्पन हो जाता । सारेंसन० ने 
जाई के पौधों भें फास्फोरस के प्रयोग द्वारा प्रोटीन की मात्रा में विशेष वृद्धि भर क्षित की। फ्लेशकोव तथा 
काउडेन! ने अपने प्रथोग में फास्फोरस-स्यथन पौधों में ऐल्कोहल विलेय. नाइटोजन' तथा अन्य अधिलेय 
प्रमाजों की कमी देखी । उन्हें फास्फोरस के प्रचर प्रयोग से नाइट्रोजन में वद्धि प्राप्त हुई। इस दृष्टि से घान 


44: एम० एम० वर्शा तथा ए० पी० खेड़ा 


के पौधों पर विभिन्न फास्फोरस उवरकों के प्रयोग द्वारा पौधों की नाइट्रोजन, कार्बत तथा फास्फोरस को 
मात्रा का अध्ययन किया गया है । 


प्रयोगात्मक 


प्रत्येक गमले में शीलाधर मृत्तिका विज्ञान गवेषणागार के पादप-गृह की सतही मिट्टी की 5 
किलोग्राम मात्रा भरी गई । इसके पूर्व मिट्टी अच्छी तरह से सुखाई गई, पीस कर बारीक की गई तथा 
उससे सभी बाह्य पदार्थ निकाल दिये गये। फास्फोरस के अतिरिक्त सभी श्रावश्यक तत्वों की पूर्ति 


निम्मांकित तालिका के अ्रनुसार की गईं । 


पोषण प्रथोगिक रूप दर प्रति एकड़ 
नाइट्रोजन अमोनियम नांइट्रेट 60 पौंड नाइट्रोजन 
पोटाश पोर्ट शियम सल्फेट 80 » पोटाश 
मैग्नी शियम मेग्नी शियप सल्फेट 20 ,, मग्नीशियम' 
लोहा फेरस सल्फेट 0 ,, लोहा 
मंगनींज मंगनीज़ क्लोराइड 20 ,, मैंगनीज़ 
जस्ता जिक क्लोराइड 25 ,,  जस्ता 
तांबा कापर सल्फेट 75 ,, तांबा 
मालिब्डनम अमोनियम मालिब्डेट 2 ,, मालिब्डेट 
बोरान बोरेक्स 58 ,, बोरान 


इसके पश्चात्‌ 50 तथा 00 पौण्ड 2 प्रति एकड़ की दर से गमलों में सुपरफास्फेट (सुफा०), 
टाठा बेसिक स्‍लेग (टाबें०) एवं दुर्गापुर बेसिक सलेग (दुबे०) के रूप में डाला गया। प्रत्येक गमले में 
धान की* पौद रोपी गयी । प्रत्येक की तीन प्रतिकृतियाँ रकखी गई । एक सेट नियंत्रित रकखा गया 
जिसमें फास्फोरप्त की मात्रा शुन्‍्य थी । 40, 60 तथा 00 दिलों के पश्चात्‌ गमलों में से एकनरक पीधे 
निकाल कर, सूखाकर, तौल लिये गये । पौधों में पूर्ण काबेन, नाइट्रोजन तथा फास्फोरस की मात्रा मास्य 
प्रायोंगिक विधियों" द्वारा ज्ञात की गई । धान को ४2,, किस्म रोपी गयी । 


सारणी 7 


प्रयोग में प्रयुक्त मिट्टी का विश्लेषण 

कार्बन 0-:847% 
-नाइट्रोजन 0:07% 
फास्फोरस 0-079%, 


धान की रासायनिक संरचना पर फास्फोरस का प्रभाव 45. 


पोटाश व.]] % 
मेग्गीशियम आक्साइड. 0:52 % 


कल्सियम झ्राक्साइड व-00 % 
लोह 4-2] ०. 
संक्षेपण : टा० बे०८"-टाटा बे सिकस्लेग 
दु० बे० --दुर्गापुर बेसिक स्लैग 
स्‌० फा० चसपरकास्फेट 
(2,)-फास्फोरस 50 पौण्ड प्रति एकड़ 
(2) ८. ,; [00 ,, 


गज 


( ४), ) मा 93 0 22 39 
परिणाम तथा विवेव्रना 


सारणी 2 से ज्ञात होता है कि पौधों का शुष्क मार उन गमलों में अधिक है जिनमें फास्फोरस 
का प्रयोग किया गया है। 00 पौण्ड प्रति एकड़ की दर से फःस्फोरस का प्रयोग 50 
पीण्ड प्रति एकड़ की अपेक्षा अधिक प्रभावशाली है। फास्फोरम उरक्षों की प्रमावोत्पादकता निम्न 
क्रममें पार्ड गई : 


सुपर फास्फेट :> टाटा बेसिक स्ल॑ग > दुर्गापुर बेसिक स्लेग 


फास्फोरर डालने पर नाइट्रोजत की मात्रा अधिक होने का कारण प्रोटीन की 
भ्रधिकता हो सकती है। इस प्रयोग की पुष्टि राथमस्टेड प्रयोग|त्मक शअ्रनुसंघानशाला” के टमाटर 
के शोब कार्य द्वारा प्राप्त फलों के आधार पर की जा सकती है। टमाटर की पत्तियों में 
नाइट्रोजन की मात्रा 40% थी जिप्में नाइट्रोजन, फास्फोरस तथा पोठाश उर्वरक प्रयक्त किये 
गये, किन्तु फास्फोरस की अ्रनुपस्थिति में वही 3:6% थी । शाह तथा मेहता” ने भी 
बाजरा के पौधों में फास्फोरस के प्रयोग द्वारा अपरिष्कृत प्रोटीन मात्रा की अधिकता की पुष्टि 
की है। 


नाइट्रोजन की भांति फास्फोरस की मात्रा भी घान के पौधों में फास्फोरस के प्रयोग से बढ़ 
जाती है । इसकी सम्मावना उपलब्ध फास्फोरस के अच्छी प्रकार से शोषण होने के कारण हैं । मूक? 
ने जमं॑ती की चारा फसलों में प्रोटीन की बृद्धि तथा फास्फोरस की मात्रा के मध्य जो सम्बंध स्थापित 
किया है वह है: 
8९7 


सह ...... एम० एम० वर्मा तथा ए०पी० खेड़ा 


सारणी 2 
धान के पौधों को रासायनिक संरचवा , 





अप रमारकानक + १: “कापमतकाॉ श्र 








| ७-क ''कफमनााक 


क्रम विवरण शुष्क भार .. कार्बन नाइट्रोजन.... फास्फोरस कारबं॑त-नाइटोजनस 
सं० (ग्राम में) (%) (%) (५०) अनुपात 
40 दिनों बाद 

]. नियंत्रण (2/)  4<7. 3:76 .. 0:64 0:662 50.5 
2, टा० बे० (2)). 5".0 3-78 .. 0:65 0:690 48-55 
3. ठा० बे० (2,) 5-8 3]:68 0:66 0:78 47-5 
4. दु० बे० (2,)). 48  3-3]. 0:68 0583. ,... 49-0 
80 उु6: बढ 07: के हा? 0-66 0*74% 47*7 
6. सु० फा० (2) 5-3 3:92 0.65 0:700 (7) 
7. सु०फा० (2,) 65. 3-08 0-07 0:78 | 0-4 
60 दिनों बाद 

!, नियंत्रण (2.) 93 28-7 0-50 0-53 97*4. 
2. टा० बें० (2,) -5 29-0 ० 0:56 55-8 
3, टा० बें० (2?,) 3:6 289 . 0:5% 0:58 7१)-8 
4 दु० बे० (2) -] 29-0 0-52 0-55 05.0 
5. दु० बे० (2,) 3-] 28-9 0:53 0-58 040) 
6. सु० फा० (2,) 2-2 28-5 0-53 0:57 03-85 
7. सु०फा० (?,) 4-] 28.2 0-54 059 52-8 
00 दिनों बाद क्‍ 

]. नियंत्रण (2५) !!-72 28-8 0-43 0-4] 00,7 
9. टा० बे० (#,) 3-] 28-7 0-44. 0-48 65.4. 
3. टा० बें० (2) [4-8 27:8 0.43 0:45 048 
4. दु० बे० (2) 2:8 28-8 0-43 0-42 65-9 
5. दु० बे5 (2,) 4:0 27-8 0-42... 0-45 65-0 
6. सु० फा० (2) !4-3 28-5 0-44 0:47 64- | 
7. स्‌० फा० (7,) 6-] 29-83 हद. 6:40 53.8 
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प्रोटीन की मात्रा 'फास्फोरस की मात्रा 
80% से श्रधिक 0:70% 
8--0% 0-60% 
8% के कम 0:50% 


कार्बंत की मात्रा भी प्रत्येक पौधे में ज्ञात की गई तथा इसका सम्बन्ध कार्बंत-नाइट्रोजन अनुपात 
द्वारा अभ्रंकित किया गया है । पौधों की प्रथम 40 दिनों की आ्रायु में कार्बन-नाइट्रोजन अनुपात कम 
है। पटनायक तथा नंदा?? ने भी धान के पोषण के लिये फास्फोरस का महत्व सिद्ध किया है तथा बताय 
है कि फास्फोरस का प्रभात्र प्रारम्मिक काल से फूलते समय तक अत्यधिक महत्वपूर्ण होता है । 
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5००, अण के उष्मागतिकी फलन 


ए० आर० शुक्ल तथा वी० एस० कुशवाहा 
स्पेक्ट्रोस्कोपी प्रयोगशाला, भौतिकी विभाग, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय 


[ प्राप्त--अगस्त 7, 973 ] 
सारांश 


प्रस्तुत टिप्पणी में झौषधीय महत्व के त्रिपरमाणविक अणु 8०0, के उष्मागतिकी फलनों के 
परिगणित मान सूचित किये गये हैं । 


0572-८६ 
पृफर-फ्रागतेंएशनाजपंट चितरटएंग्एड ०ंए्ागेंब्ट्पॉँ७ 5०20, 29 3. 8. 50:09 200 ऐ. 85. 
हु परश।७थ9, 39000050099 ढ०0740079, गिएनं05 00947॥0470, ठ47%735 तिंशवैप ए7शएट 509, 
है ६६: १ ४/१/ १६५१ मै 
पुपाल 0)]6० ० ऐंड 7006 ३38 (० 729070 (6 ०५ण४८९ं २००९४ ० (76 767777049708777८ 
(पट(07$ ०णी (९ -३८०07४८ एाणेटट्पोंट 820,, छंद 38 ० ए्ाटदीटॉंगडी व7[00708700९ . 


कई कार्यकर्ताश्रों'? ने 8०0, अणु की आाद्य भ्रवस्या मूल आवृतियों को ज्ञात करने का प्रयास 
किया है किन्तु सभी परिणाम एक दूसरे से भिन्न हैं। केसरो इत्यादि* ने आार्गन मैट्रिक्स में 968 6 से मी 7, 
022-0 सेमी तथा 372-5 सेमी पर 8८०, के 3 बैंडो की सूचना दी है जो क्रमशः: असंमितीय कर्षण 
(5७८०४) सममितीय कर्षण तथा वंकनकम्पन के अनुरूप हैं किन्तु बल क्षेत्र परिणामों से इन आवृतियों 
की पुष्टि नहीं हुई है। फिर मी टेकियो इत्यादि? द्वारा ज्ञात किये गये मानों से वंकन आवृततियों का 
मेल बंठता है । 


5८०, के इलेक्ट्रानी स्पेक्ट्रमों का श्रध्ययन किया जा चुका है? 4। हाल ही में कुशवाहा ने वाष्प 
प्रावस्था में 5०0, भ्रणु के उत्सर्जन स्पेक्ट्रम का अध्ययन किया है जिसमें परम्परागत #-प्रकार की 
विसजेन नलिका का व्यवहार किया गया । उन्होंने आद्य भ्रवस्था क्षण तथा संयोजकता वंकन आवृत्तियों 
को क्रमश: 926--4 सेमी / तथा 366--4 सेमी” पाया । उन्हें ६८०, में असंमितीय करषेण नहीं मिला 
किन्तु जो आवृतियाँ उन्होंने सूचित की हैं वे केसरो इत्यादि" तथा टेकियो इत्यादिश द्वारा सूचित मानों से 
तालमेल खाती हैं । ् 


ए० आर० शुक्ल तथा वी० एस० कुशवाहा 


किन्तु 8८0, भ्रणु के सम्बन्ध में स्पेक्ट्रोस्कोपी सूचनाओं के इस सर्वेक्षण में उष्मागतिकी फलनों 
का समावेश नहीं हो पाया जो इसके भौतिक गुणधर्मों के समभने में अत्यन्त महत्वपूर्ण है । फलत: 
कुशवाहा * की क्षण तथा वंकन आवृतियों को और केसेरो* के असंभितीय क्षण 965:6 सेमी का 
उपयोग उष्मा की मात्रा, एन्ट्रापी, मुक्त ऊर्जा, उष्माधारिता के मानों के परिगणन' के लिये प्रयुक्त किया 
गया । प्रमुख जड़त्व आघर्ण के गुणनफल के परिगणत के लिये पामर इत्यादिश तथा डुचेस्ने इत्यादि! 
द्वारा दी गई बन्ध दूरी का जो :68 है तथा शअ्रन्तराबन्ध कोण का जो 50" है उपयोग किया गया । 
सममित संख्या 2 थी और अणुमार की गणना आक्सीजन तथा सेली नियम के परमाणु भारों से, जो क्रमश: 
]5.99 तथा 78-96 हैं, ज्ञात की गई । केन्द्रिक भ्रमियों तथा समस्थानिकीय मिश्रण की उपेक्षा की गई । 
00% से 000*& के परास में संगणित मान सारणी + में दिये जा रहे हैं । 


सारणी 7 





5८(00,* के उष्मागतिकी फलन 








छः कक 2 ्स्अ ५२ 2 
00 9-2440 54-464 64-8658 0-290] 
200 9*:784 56:9734 6/-:5040 8-3569 
300 0-433 88-:7968 69*5040 4'40]5 
400 0:489 60-3325 7-2909 33654 
300 0-/947 0]-8860 7<-2695 4-0368 
000 |-0677 63-2046 7+ 706 44098 
700 [-27285 04-230 754863 4828 $ 
800 4*4620 09-388 76-:59/8 3"[0, 
900 4-6260 66-2034 77-974 ०'2306 
000 [-79] 66-7778 78:50668 


35'-365 


/७#पतकशत 


ब्त्तततलल््््् तट न्‍न्‍ से _ जल लल>->>++०त........०००००००००००नेन++>ानन न 5०» »>न नर थ रमन ०५५५०५५५५.०.५५०..........५ 
“सभी मान के० मोल-? अंश? इकाइयों में हैं । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखकद्दय डा० सी० एम० पाठक के अत्यन्त आभारी हैं जिन्होंने विवेचना करते समय बहुमूल्य 
सुझाव दिये । वे यू० जी० सी० तथा सी० एस० झ्राई० आर» के भी आभारी हैं जहाँ से श्राथिक सहायता 
प्राप्त हुई । 


री 9० 


क़्फ़ाफ़्फण 


0, 


]. 


॥2. 
3, 


[4 


5८0, अण्‌ के उष्मागतिकी फलन 5] 
निदंश 
हर्जबर्ग, जी०, “वुगरफठ्मांट 59०८७६ 0 70ए4०0फ6 :0062८फ657 डी वान नास्ठ कम्पनी 
]960, 
बही, “70॥:ए०व छत ररिक्वागब 8ए०टए७ ० ?०ए०फाांट १०]८८पौ८४? डी० वान नास्‍्ट 
कम्पनी 050. 
पामर, के० जी० तथा इलियट, टी०, जने० अमे० केसि० सोसर०, 938, 60, 389. 
मककुलो, जे० डी०, वही, 937, 59, 787: 
गडिंग एच०, रि९०., (५४7, (0087., 94], 60, 728. 
वेंकटे श्वरन, सी० एस०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस, 986, &3, 533. 
गिगेरे, पी० ए० तथा फाल्क, एम०, स्पेक्ट्रोकिम० एक्ट, 960, 6, !. 
केसरो, एन० एन०, स्पोलिट, एम०, हेनचिफं, ए० जे० तथा आरागडेत, जे० एस०, जनें० केमि० 
फिजि० (स्वीकृत ) 
टेकियो, एच०, हिरोटा, ई० तथा मोरिनो, वाई, जर्न० माले० स्पेक्ट्रोग, 972, 4, 420. 
प्रंसुदी, आर० के०, जान खान, एम० तथा सेमुयेल, आर०, प्रोसी० रायल सोसा०, 936, 
&]57, 28. 
(७) इवान्स, एफ० एफ०, सेचर, 030, 725, 528. 
(9) हरनाथ, पी० बी० वी० तथा शिवराममूर्ति, वी०, इष्डियन जनें० फिजि०, 96], 35, 599. 
पियाव चंग-शिन, सी० आर० अके० साइं० (पेरिस) 936, 202, 27; 936, 203, 939. 
ड्चेस्ते, जे० तथा रोजेन, बी०, फिज्ञिका, 94, 8, 340. 
वही, जने० केमि० फिजि०, 947, 75, 63. 
कुशवाहा, बी० एस ०, पीएच०-डो० थीसिस, बनारस हिन्दू युनीवर्सिटी, 972. 


४ [3॥3 ?३०/5॥308 /#&7॥05370॥3॥ ?3८/|८3 
४०. | 7, |४०. |, |आ७४/५, |974, २38९५ 53-56 


इन्डियम (ा)-लेक्टेटों का अष्मागतिक अध्ययन 


पी० बी० चक्रवर्तों तथा एच० एन० शर्मा 
रसायन विभाग, मोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 


[ प्राप्त-- सितम्बर 7, 973 ] 
सारांश 


इन्डियम (77])-लेक्टिक अम्ल निकाय का ऊप्मागतिक-अ्रध्ययन 30९ से० तथा 0-]]0 सोडियम 
परानोरेट के माध्यम में किया गया। प्रथम-पद तथा सम्पूर्ण ऊष्मागलिक-फलन, /७77 ----5-065 
कि०के०/मोल, 0 55 2-76] कि०के०/मोल, ७७,--7- 04 के०/ग्रंश/मोल, "०9, +---]3-77 
कि०की०/मोल, 0 45 -746। कि०कै०/मोल, तथा /&८,७20-82 कै०/ग्रंश/मोल प्राप्त किये 
गभ ई । 


&75(४७ ८६ 


अफालत्फात फ्रंट डॉफतेंत ० पछतकांफण (वता)-5290०. 29 ?. 8. ए्नद्वंए 8९०७, 
(॥605079 ॥207क076ण, ००)०] ७३४०7 १७9 एं१ए०)०००, 370]09 ०74 छल. ऐर, 5087779, 
जुता8ए० ५४७५४०७० [०४एत9५99) 399, ए]]०वयं7. 


वुएाएा0ठतजए9022 ४पत9 छा एशकापण (7) -]46घ८ 8503 3५४९ए शेब5 एटा. तेठा6 था 
30"04 बग्त ग 07.4 $०तप्ण ए2एटी08[० फाट्दापएआ, पए्मट %४६-४८ए० ध्यूव पट 0ए९7४॥ 
पहाप0त एयर (प्रा00075 ०८४८6 37९ 70 (० ०८, ७७7९१ ७८5--०:0653 ६&८०१६४/70]6. 
07 5६--४2०76]) ूटवॉ5/प्राणीट,. ७५७३5७57१०604 ८६5/3287८८/7700०, ७०७५---3.77 &0०9]5/ 
700०, /५४(३ ७ -- 7*46] ॥९०८०७॥8/770]९ 274 ६६८३ --20-82 ८०/5$/0९४27८८/०००0]८. 


०“हाइड्रॉक्सी श्रम्लों के धातु आयनों के साथ बनने वाले कीलेटों के अध्ययन-क्रम में हमने 
अपने पूर्व शोध-पत्र /? में इन्डियम (7) तथा लैक्टिक अम्ल के साथ विलयन में :), :2 तथा :3 
कीलेटों के निर्माण की सूचना तथा 30८ से० पर और 0-]]/ सोडियम परक्‍लोरेट के माध्यम में इन 
कीलेटों के जेरम' विधि द्वारा परकलित स्थायित्व-स्थिरांकों के मान दिये थे । प्रस्तुत शोध-पत्र में इन्डियम 


(07)-लैक्टिक भश्रम्ल निकाय का ऊष्मागतिक अध्ययन प्रस्तुत किया जा रहा है । 
/) 8 


3$ पी० दी० चक्रवर्ती तथा एच० एन० शर्मा 
प्रयोगात्मक 


इन्डियम सल्फेट (शुचार्डट मचेन), ले क्टिक श्रम्ल [रोडिया रोन पॉलेन्क (फ्रांस) |, परक्‍्लोरिक 
अम्ल (रीडेल), सोडियम परक्‍्लोरेट (रीडेल), सोडियम हाइड्रॉक्साइड (मक ) के कार्बनाडाइऑक्साइड 
मुक्त जल में बताये गये विलयन उपयोग में लाये गये । उनका मानकीकरण उपयुक्त मानक विधियों 
द्वारा किया गया । 


पी-एच मापत के लिये 'सिस्ट्रॉनिक्प', टाइप-322, पी-एच मापी उपयोग में लाया गया। सारे 
पी-एच प्रनुमापन एक विशेष प्रकार की 00 मिली० झ्रायतन की सेल में किये गये, जिसे स्थिर ताप पर 
रखने के लिये, दादरी जैकेट में, स्थिर ताप वाले जल स्थिरतापी (थर्मोस्टेट) से लगातार परिसंचरित 
किया गया। प्रत्येक समय पाठ्यांक लेने के पूर्व अभिक्रिया-मिश्रण को चुंबकीय-विधि से हिलाया 
गया । 


परिणाम एवं विवेचना 


. प्रस्तुत प्रपत्र में इन्डियम ([7) तथा लैक्टिक अम्ल के जलीय विलयन निकाय से संबद्ध ऊष्मा- 
गतिक-फलन, प्राप्यतम ऊर्जा, 07, ऐन्याल्पी, 0, तथा *एन्ट्रॉपी, 05, 0-]00 सोडियम परकलोरेट 
माध्यम में 30८; पर परिकलित किये गये हैं । 


प्राप्पतम ऊर्जा : प्रथम-पद तथा सम्पूर्ण प्राष्यतम ऊर्जा निकालने के लिये वास्टहॉफ श्राइसोथर्ग 
से प्राप्त क्रशः (!) तथा (2) समीकरणों का उद्योग किया गुया : 


0877- --727 08 #0 (!) 
0५ 925०-र/ 08 8५ (४) 


जहाँ 07०, तथा 5,क्रमश: प्रथम-पद तथा सम्पूर्ण प्राप्यतम ऊर्जा परिवरतंनों और #, तथा 8 
क्रमशः प्रथम-पद तथा सम्पूर्ण स्थायेत्व-स्थिरांकों को प्रदर्शित करते हैं । ४ परम-ताप को प्रदर्शित 
करता है । 


इस हेतु 08 #, तथा 08 8६ के मान जेरम विधि द्वारा प्राप्त किये गग्रे”, जो क्रमश: 3:65 
तथा 9-92 पाये गये । समीकरण (]) तथा (2) के उपयोग से परिकलित प्रथम-पद तथा सम्पूर्ण प्राप्पतम 
ऊर्जा परिवतंनों के मान क़मश: --5-065 कि०के०/मोल तथा --3-77 कि० कं०/मोल प्राप्त हुए हैं । 

ऐन्थॉल्पी : प्रथम-पद तथा सम्पूर्ण ऐन्थॉल्पी-परिवतंनों के परिकलन के लिए आइसोबार-समीक रण 
(3) तथा (4) का उपयोग किया । 

डग्डओ समा 
बत/7) कफ &. 





इन्डियम' (7)-लेक्टेटों का ऊष्मागतिक अध्ययन ठठ 


4 ॥08 3३ (५४३५ (4) 


हो/7) _ 457 


जहाँ, 0४, तथा (७ ४६ क्रमशः प्रथम-पद तथा सम्पूर्ण ऐन्यॉल्पी-प रिव्त॑न हैं । 
इस हेतु, 30%9, 40% तथा 50" से० तापों पर 0:]0४ सोडियम परक्‍लोरेट के माध्यम में विभिन्न 
पदों के तथा सम्पूर्ण अभिक्रिया के स्थायित्व-स्थिरांकों के मान कल्विन-जेरम विधि द्वारा प्राप्त किये 


गये जो इस प्रकार हैं : 
[026,.. 402 7. [08 4०५ 608 ,8 . 


30९( 3-65 3:3५ 05%, 0०2 
407९; 356] 3-50 2-90 9.8] 
50९ 30७ 808 <2'84 9-60 


6४7, तथा ७.३५ के मान परिकलित करने के लिये क्रमश: /7 तथा !08 #, के मानों और 
/7 तथा 08 /8; के मानों के मध्य ग्राफ खींचे गये । ग्राफीय हलों से प्राप्त ७77, तथा 0 ४६ के मान 


क्रमश: -2-.76] तथा --7:46। कि०के०/मोल पाये गये । 
एन्ट्रॉपी परिवर्तन : प्रथम पद तथा सम्पूर्ण एन्ट्रोपी परिवर्ततों के परिकलन के लिये सर्वज्ञात 
गिव्ज-हेल्मोल्तुज़ समीकरण से व्युत्पन्न, (5) तथा (6, समीकरणों का उपयोग किया गया । 


(यम, - /5 7 
(५ | स+ ७४ 2 (5) 
बता की हर री 
पा हित 2 (6) 


८७७, तथा (७६८ क्रमश: प्रथम-पद तथा सम्पूर्ण एन्ट्रॉपी परिवर्तन को प्रदर्शित करते हैं । 
समीकरण (5) तथा (6) के उपयोग से प्राप्त ४७, तथा ७८३ के मान क्रमशः 7:604 तथा 
20-82 क०,/श्रृंश/मोल प्राप्त हुए हैं । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक तत्कालीन-शोघ में सहायता के लिये डॉ० पी० बी० खड़ीकर एवं मोतीलाल विज्ञान महा- 
विद्यालय के प्राचार्य डॉ० एस० एन० कवीश्वर तथा आर्थिक सहायता के लिये विश्वविद्यालय अनुदान 


आयोग के आमारी हैं । 
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हर 


पी० बी० चक्रवर्ती तथा एच० एन० शर्मा 
निदश 
चक्रवर्ती, पी० बी० तथा शर्मा एच० एन०, साइंस एण्ड कल्चर (मुद्रणस्थ ) 
वही (प्रेषित) 
वही (प्रेषित) 
वही (प्रेषित) 


केल्विन तथा विल्सन, जरनं० असे० केमि० सोसा०, ]945, 67, 2003 
जेरम जे०, 'मेटल ऐमीव फार्मेशन इन ऐक्वस सोलूशरन पी० हास एण्ड संस, कोपनहेगन, 9+.] 


४[7373 ?3/7|5[3 4 /70593]04737 73:7[|<०४ 
४0!. ।7, ४०. |, |आप3/7५, ।974, 792९६ 57-60 


बोरिक अम्ल तथा सेनोस के मध्य जटिल-निर्माण का पराश्रव्यकी अध्ययन 


श्याम बाब श्रीवारतब तथा शिव प्रकाश 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


[ प्राप्त--प्रक्टूबर 30, 973] 
सारांश 


ध्वनि वेग मापन विधि द्वारा बोरिक प्रम्ल तथा मैनोस के बीच जटिल के निर्माण का तीन तापों 
पर अध्ययन किया गया है । संपीड्यता अवनमन तथा बोरेट के मोल प्रमाज में आरेख खींचने पर 0-5 
तथा 0-33 मोल प्रभाजों पर वक्र में निम्निष्ठ पाया जाता है। इससे प्रकट होता है कि' :] तथा !:2 
जटिल बन रहा है जबकि ये अनुपात बोरेट और मेनोस के मोल प्रमाजों को प्रदर्शित करते हैं । 


:५9572 ८९ 


ए(7285०एॉट डॉपतेए ०९ ००काफ़ॉल्डबपण्म 7९६४छ९९आण 9072 गटांतें बएवें ऋागणा०5९. 29 
5. 8. $90ए858(873 2700 506८0 27०57, (0धटफ्या87ए ॥0692877९7, 2]2/474व0ं एग्रॉएट'आ(५. 


(०70ए०5 छिफाबॉा०) 7-णरढला एरथ्याा056 बाते ए0फ९ बलंव 285 96९० ४परवा८त 09 
पो(788070 ए2]020ए7 77९485ए0:९याढला। द्वा; 758 एटाग्एटाब्वापाट35,.. (0फाए755अ 909 0शएव्णंग्रढ एड 
770]0 7800॥07 07 9078९ 87497 8]0 05 फ्गांएा4 क पीट प्7008 ए420075 0 05 ब्यूव 0:33 
9709778 पं 70 बाएते प्रब्ाव्र05८ 079 20796% गम एा6 77० 4:] ७70 :2., 


बोरिक अम्ल में पॉली ऑकक्‍्सी यौगिकों के साथ संयोग करके जटिल बनाने का एक विशिष्ट 
गुण है । इधर कुछ वर्षों में शोधकर्त्ताओं ने विभिन्न विधियों” का प्रयोग करके इनका अ्रध्ययन्न किया 
है । यह देखा गया है कि हाइड्रॉक्सी यौगिक में कम से कम दो 08 समूहों का होना आ्रावश्यक है जो 
--2 (या --3) सिस अवस्था में हों । हरमान्स” ने अपने परीक्षणों के आधार पर दो प्रकार के 
आयनों की उपस्थिति का संकेत दिया है : 
तथा हु श्र रह ञ> | 
9) ८ 





8 (न 
। २ हा 8 
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जिन्हें क्रमशः छठ तथा जष्ठा), अस्‍्लों से प्राप्त माना जा सकता है। विभेदी विभव मूलक' 
अ्रनुमापनत विधि का प्रयोग करके एन्टिकानेन» ने बोरिक अम्ल और ग्लिसरॉल निकाय का अध्ययन 
किया प्राप्त आंकड़ों से निर्माण स्थिरांक की गणना की गई, जिससे यह निष्कर्ष निकला कि जटिलों 
की स्थिरता और 0म8 ससूहु विन्यास में दिश्वित सम्बन्ध पाया जाता है। सुजूकी' ने भी कुछ ऐसे ही 
परीक्षण किये तथा यह स्पष्ट कर दिया कि मुक्त बोरिक अम्ल में जटिल बनाने की क्षमता बहुत कम 
है क्योंकि इससे जल में प्राप्त 80,- आायनों की संख्या अत्यन्त कम है जबकि सोडियम बोरेट में 
यह संख्या श्रत्य/धक है। अतः बोरेट में इस क्षमता का अ्रधिक होना तर्कसंगत है। निष्कष यह है कि 
दोनों अवयवों में से एक का आयनी रूप में होना आवश्यक है। प्रस्तुत शोध पत्र में सोडियम बोरेट 
तथा मैनोस निकाय का अध्ययन ध्वनि बेग की माप द्वारा किया गया है । 


प्रयोगाव्मक 


आसुत जल को पुनः: क्षारीय “मैं. (ट को उपस्थित में आसवित किया गया। इस प्रकार प्राप्त 
जल को ही समस्त प्रामाणिक विलयन. चार करने में प्रयुक्त किया गया । मैनोस के बिलयन को 
“4 घण्टे रक्षने के बाद प्रयोग में लाया १4। | विभिन्न संघटनों के विलयन बनाने के लिये जॉब की सतत 
परिवर्ती विधि अअनाई गईं । सोडियम बोरेट तथा मैनोस का मिश्रण प्राप्त कर लेने के बाद उसका 
पी-एच 94 पर ला दिया गया और ! घण्टा के लिये रख छोड़ा गया । इस समय के पश्चात उसका 
पी-एच पुतः नापा गया । यदि थोड़ा बहुत परिवर्तन पाया गया तो उसे पुनः समंजित कर दिया गया । 
फिर पी-एच में परिवर्तत नहीं हुआ। सभी विलयनों को ताउस्थापी में रखा गया जिससे उनका ताप 
4370 हो जाय । एक विशेष प्रकार से निर्मित पात्र में विलयन रख कर चारों और से प्रायोगिक ताप पर 
जल प्रवाहित किया गया | 5/४०/5००८ आवृत्ति पर प्रकाश विवर्तन की विधि” से इन विलयनों में ध्वनि 
का वेग निकाला गया। ध्वनि का स्रोत एक जनित्र था जिसमें दोलित्र इकाई तथा ! एच व्यारा का 
स्वर्ण लेपित क्वार्टज़ ट्रांसड्यूसर था । उपयुक्त फिल्टर की सहायता से मरकरी लैम्प द्वार प्राप्त 
4<636:64: तरंग देध्यें का प्रकाश पुंज ध्वनि तरंगों के लम्बवत डाला गया। एकवर्णी फ्रिज का फोटो- 
ग्राफ लेकर प्रथम कोटि की फ्रिजों के बीच की दूरी को एक संतोलक' द्वारा ज्ञात किया गया। ध्वनि 
ज्ञात हो जाने पर विलयन की संपीड्यता 8 की गणना /5« ड व्यंजक को सहायता से की गई जहां 
० ध्वनि वेग. और ० विलयन का आपेक्षिक घनत्व है जिसे आपेक्षिक घनत्व बोतल की सहायता से 
निकाला गया। ध्वनि के वेग में संभावित त्रटि ::0-5% है। जल की सं गीड्यता में से विलयन' की 
संपीड्यता घटा देने से संपीड्यता अ्वनमन ज्ञात हो गया । द द 


परिणाम तथा विवचना 


प्राप्त परिणामों को आरेख द्वारा प्रकट किया गया है। चित्र , 2 तथा 3 में संपीड्यता 
अवनमन और सोडियम बोरेट के मोल प्रभाज के बीच 25', 35" तथा 45*0 पर आरेख खींचा गया है । 
चित्रों से विदित होता है कि सोडियम बोरेट के 0-5 मोल प्रभाज पर संपीड्यत। अवनमन का मान 


जटिल निर्माण का पराश्रव्यकी अध्ययन 


न्यूनतम है जिससे सोडियम बोरेट और मैनोस के !:! जटिल बनने की पुष्टि होती है। चित्र 4 में यह 
संपीड्यता भ्रवनमन सोडियम बोरेट के 0-33 मोल प्रभाज पर न्यूनतम है अत: :2 जठिल की पुष्टि 
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चित्र ! 
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चित्र 4 


59 


होती है । ध्वनि वेग और संपीड्यता के अध्ययन से यह स्पष्ट हो चुका है कि दो ऐसे अ्रवयवों कै, 
जिनमें आपत्ष में श्रन्योन्य क्रिया नहीं होती है, मिश्रण का संपीड़यता मात दोनों अवयवों के आनुपातिक 
मध्ययान के बराबर होगा । परन्तु यदि इसके विपरीत उनमें आपस में कोई भ्रन्योन्य क्रिया हो रही है तो 


मा 


संपीड्यता का मान आनुपातिक मध्यमान से 


अधिक हो जाता है क्योंकि मिश्रण में मुक्त आयनों 


की संख्य। में कमी हो जाती है । अतः प्रस्तुत अध्ययन में सोडियम बोस्ट के 0:5 और 0-33 मोल शंशों 
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पर संपीड़्यता अ्वनमत का न्यूनतम होना यह निश्चित कर देता है कि उनके :आ और :2 के अनुपात 
में जटिल निर्माण हो रहा है । 

बोरॉन की संयोजकता 3 है और एक आबिटल मुक्त है जो जटिल यौगिक के निर्माण में सहायक 
होता है। जलीय घोलों में बोरॉव का 0६४ समृह के साथ संयोग करने की क्षमता भ्न्य समूहों की 
तुलना में कहीं अधिक है । हेक्सोपप्तों की जटिल बनाने की क्षमता उनकी संरचना पर निर्मर करती है । 
जल में ये लेक्टल रूप में पाये जाते हैं तथा ० और ॥ रूपों में एक दूसरे के सन्तुलन में उपस्थित 
रहते हैं। हेक्सोस की लक्टल रूप की मात्रा जल के पी-एच पर निर्भर करती है श्रतः जटिल के 
_ स्थायित्व पर पी-एच का निश्चित प्रभाव पड़ता है। लेक्टल रूप में [0 परमाणु से सम्बन्धित 0 
समुह संभवत: भाग लेता है । 
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४|7373 7३75॥306 /४ 05370|॥ 3॥ ?3८7[८9 
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समाकल समीकरण पर दो प्रमेय 


बी० के० जोशी 


गणित विभाग, राजकीय इंजोनियरिंग तथा टकनिकल कालेज, रायपुर 


[ प्राप्त--फरवरी 9,973 | 
सारांश 


संवलन प्रकार के एक समाकल समीकरण का हल अष्टि के रूप में बेसेल फलन का उपयोग 
करते हुये लेप्लास परिवतं के प्रति प्राप्त किया गया है । 


3.95#723 2( 


वब० ईी९07९फाड 00 गण #ंएॉट्टुएओं स्वुप्नपण्ण 297 8. 8. ]0झआआां, 0679%0एएाट॥/। ० 
6९72 42$, ५ ०एएग्रएठता7 (0686 ० छप्शाएटट्एंगहु ८70 7८८४००0089, रिक्वएपए. 


0) 72874) टवुपध07 04 ८०008ए00707४ ६9५9८ शाम #शु2820 (0 7,900808 (7808 00700 38 
9९९८७ 80ए८व ७7४7 9655८ घीाटव07 35 70$ 76776]. 


]. विषय प्रवेश : 


समाकल समीकरण 
| ४-0 800) #््य (0) (-]) 


विडर*४ द्वारा हल किया जा चुका है यदि श्रष्टि #(४) लागेर वहुपदी हो । संक्रियात्मक कलन की 
उन्हीं विधियों का अनुसरण करते हुये सिंह* ने (-) का हल प्रस्तुत किया है जिसकी अष्टि केल्विन 
फलन के रूप में हो। रूसिया* ने उसे ही 7१? 9, (267/थ7/०) तथा /”।१7,, (2८?।/2४/०) के साथ 
अष्टि फलन के रूप निकालने का प्रयत्न किया है । प्रस्तुत टिप्पणी का उद्देश्य (!-) को ४79, 6) 
अष्टि के रूप में मानते हुये हल करना है । द 


/(/) के लैप्लास परिवर्त की परिभाषा 
#7 (४) +- | 7/ 0) ८४, 70 #>0 (-2) 


0? 9 


52 बी० के० जोशी 
दवारा दी जाती है यदि समाकल अभिसारी हो । सम्बन्ध (-2) को हम ०()::४०(४) द्वारा अंकित 
करेंगे । द 


यदि /()-55४"(५४), तो 


2 /8)]5#%7/४)-/४४7 ४ (9). --//72/ (0) -.. ४१ (0). ("3) 
५ ८ 


निम्नांकित फल (], 9. 3!, 82) से ज्ञात हैं और आगे इनका व्यवहार किया जावेगा । 
६ री) /॥(/- ४०४० ४ (#)#॥ (४) (-4) 
जहाँ. 0) 77% ( #/) तथा /20४) 7-९४५( /) 
77 6) २८5 / (४६३९७) //-१)76/%0/8 


92>-- है (3५) ) 
2५५6) हशषका2१/७+)) (5५--)-0/#+0० 
72०>--$ (0) 


2. प्रमेय ॥ : 
(0) यदि फलन /(») तथा इसके प्रथम (%--2) व्युत्पन्न 05:४-<:४<< ०० में प्रभागश: संतत हों। 


(४) » एक अनूण पूणाक है तथा /४(०)--0 यदि %--0, [, ...(2»-|.] )। 
तब समाकल समीकरण 


| 70" ७-02(0%/ (०) ०) 


का हल निम्न प्रकार होगा : 


200०4 | 30७-१ (०१+)"*/6)० (2-2) 
द यदि 0४७ 
जहाँ .. अच्च्श्र22-//(०--३) (2"3) 
उपपत्ति ; 


मात्रा / /) जूझ ४) तथा 80) -6(/) 
तो उपयुक्त प्रतिबन्धों के श्रन्तगंत (2-2) से 


(205--) /() ८ (/#प-जा (४), 
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की प्राप्ति होगी । श्रब (]-4) तथा (-5) के सन्दम में (2-) का लैप्लास परिवर्त लेने पर तथा फल को 
पुन: व्यवस्थित करने पर 


660) कर्पगणड (#+ 0९७) 
इस प्रकार लैप्लास विलोमन से (2-2) की प्राप्ति होती है । 
प्रमेय हा : 
(४) यदि फलन /(») तथा इसके प्रथम (2»--2) व्युत्पन्न 0&:४<»,<<०० में प्रमागशः संतत हों 
() 7४(०)७ 0 यदि %#+>0, ।,...(29--!) 
(7) » एक अन्‌ण पूर्णांक हो तो समाकल समीकरण 
॥ #>गी/7५(४-॥४0)4 0) (2-4) 
का हल निम्न प्रकार होगा : 
&(४) ++.4 | 7/(४-॥) (20%...)"+7/ (60 (2-5) 
यदि 0&€& 
जहाँ 4 का मान (2-3) से प्राप्त किया जाता है । 
प्रमेय [! की उत्पत्ति प्रमेष / की ही भाँति की जा सकती है । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० अ(र० शर्मा के प्रति मार्धदर्शन हेतु और वी० वी० सारस्वत, प्रिंसिपल के प्रति 
समुचित सुविधायें प्रदान करने के हेतु आमारी है । 
निर्देश 
],.. एडेल्यी, ए०, ''४७०३ ० ा८छए७) 77४78070, 954 भाग ३, मंकग्राहिल प्रकाशन 
2. रूसिया, के० सी०, 6 श०८००ाथ०5 >ितप८३४४०४, भाग ए, संख्या 4, पृष्ठ 92-95. 


सिंह, सी०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस इंडिया, 969, 39(74), 2709-80. 


त्ञ्ठ 


4... विडर, डी० वी०, अमे० मैथ० मंथली, 963, 70, 29-93. 


४ []373 ?375॥30 /४70523700[73]7 २?357][८4 
४०. 7, |४०. |, |80097५, |974, 7३९९६ 65-70 


मध्यवर्तो' छिद्र युक्त एक पतली सुघटय वृत्ताकार पढ्टिका में 
संमितोय अवमन्दित कस्पन 


बी० एस० मेहता 
गणित विभाग, राजकीय महाविद्यालय शाहपुरा, राजस्थान 
[ प्रापत्त--सितम्बर 8, 3972 | 
सारांश 


प्रस्तुत अव्ययन में समाकल परिवर्तों के सिद्धान्त का उपयोग करते हुये केन्द्र में छिद्र वाली एक 
पतली सुघट्य वृत्ताकार पट्टिका में अनुप्रस्थ, संमितीय, प्रवमन्दित कम्पनों को समस्या का समाधान 
प्रस्तुत किया जा रहा है । द 


35डप्यिटां 


9्ररॉफजट्नो तं&7ठफुर्त रा7एब्एंग्जड णी > पा ढलगड5पेट टलंएटपाँ3७ एॉ०(ए० ४2 )णघ१2 
ब गण ४४ पार टल्कए2, 29 3. 5. ४९४४७, 269"ए९८यां ठा ००छा४ध०४, (0एल्यागल्या 
(०682, 504779फ079, 'र०७]०४ ७. 


छ रं5 #॥पतए9, (9९ एा0००4फ ए एथ्ाइएटा52, इज़्य्ाटाजटबी १7960 रांउ20०0०795 ० 2 
(पंप टॉीबडशाठ टीएटपोबए जॉब कैेबशंगहरु ब 706 ४ (6 टटा78 78 50ए20 ए74४72 ७४९ ० (८ 
(72८079 06 770८ ९7४)] (ए27507778. 


3. भूमिका 


सिनेली/ ने आन्तरिक तथा वाह्य अवमन्दन से युक्त वृत्ताकार पट्टिकाओं तथा घरनों 
के गतिज आवरण का अध्ययन किया है। शर्मा ने सुबट्य नींव पर रखी हुई झायताकार पट्टिकाओं 
की गतिज अनुक्रिया की व्याख्या की है और अवमन्दन पर विचार किया है। मार्ची तथा डायाजर ने 
श्रवमन्दन तथा सुघट्य नींव की अनुपस्थिति में मात्र आश्रित तथा क्लेम्प किये हुए परिसीमा प्रतिबन्धों 
में एक पतली सुष्रट्य पद्धिका के वृत्ताकार शीर्ष पर लघू अ्रनुप्रस्थ कम्पनों की समस्याञ्रों का हल प्ररतुत 
किया है । शर्मा" ने केन्द्र में छिद्र युत वृत्ताकार पट्टिका में, जो सुघट्य नींव पर रखी थी, श्रवमन्दित 
कम्पनों का अ्रध्ययन' किया है । 


66 बी० एस० मेहता 


हम केन्द्र में छिद्र से युक्त एक पतली सुघद्य वृत्ताकार पट्टिका जो एक सुघट्य नींव पर टिकी 
है और आान्तरिक तथा वाह्य परिसीमाओं पर कप्ी है, उसमें अनुप्रस्थ सममितीय श्रवमन्दित कम्पनों का 
अध्ययन प्रस्तुत कर रहे हैं । 
2. समस्या का सूत्रीकरण 

यहाँ हम एक पतली सुघद्य / त्रिज्या वाली दृत्ताकर पट्टिका में जिसमें ८ त्रिज्या का समकेन्द्री 
छिद्र है श्रवमन्दित कम्पनों पर विचार करेंगे। यह पट्टिका भीतरी तथा बाहरी परिसीमाश्रों पर कसी हुई 
है और एक सुधट्य नींव पर टिकी है । इसमें अनुप्रस्थ भारण <(?. ४/ के कारण बलकृत कम्पन' उत्पन्न 
होते हैं। अपहूपण तथा घृर्णनी जड़त्व के कारण उत्पन्न विक्षेपों के प्रभाव की उपेक्षा की गई है । 
नींव की प्रतिक्रिया को पट्टिका के विक्षेप के समानुपाती कल्पित कर लिया गया है । श्यान अवमन्‍्दतयुत 
सुघट्य नींव पर टिक्री भार-युत पट्टिका के अनुप्रस्थ कम्पनों का श्रवकल समीक रण निम्न प्रकार होगा : 


[95 [ 08 
[88 # 07 


050 2068 ( 9. ] ) 


2 
| घन 0 +0 / न७, ) 5 (०५ ै), 


जहाँ » घतत्व, 2? उस पदार्थ की दृढ़ता जिससे पट्टिका बनी हो, 26 पट्टिका की मोटाई, (? 
अवमन्दन गुणांक तथा £ सुघट्य नींव का गुणांक है। 


प्रारम्भिक प्रतिबन्ध : 


८७७४, 7) («0१ ७), ०&7<€:6 (272) 
9 
9 /) | («0 २५ (१), ०<5:7<: 6 (2"3) 


परिसीमा प्रतिबन्ध : 


प्लेट आन्तरिक तथा बाह्य परिसतीमाओं में कसी हुई है श्रतः परिसीमा दशा निम्न 
प्रकार होगी : 


0 

८० (०, /) ल्‍८ ०0, 6) |/«2 750, />0 (2-4) 
५ द 

८० (०, #) +- 8:05 ) |,-४5८0 /7>0 (25) 


फल जिनकी आवश्यकता होगी : 


मार्ची तथा डायाज* ने समाकल परिवत॑ 


2 
7%// 00] 5०० (6) | // 0080 60% (2-6) 


संमितीय अवमन्दित कम्पन 


की परिभाषित किया है जहाँ 


९५७ ( ६ 7) लेट “70 (६; / से टी 4५ (६77) $ ३ (0 ( हा 2.) हे “275 (5 !) 


इस प्रकार कि 


7 | 45(6#) 
हज (६8) 


* 2 | ९ 6 ) 


2775 | >(६/०) 





“77/6०) 


>0(६/०) 
जज (६; ५) 
कह (ट:2) 

० ६॥०) 
“7 £/4) 
० /] (२॥0) 
तथा £; आइगेन वेल्यू समीकरण के हल हैं : 


०9६६५) 
०95०) 
“गा: (६4 
57 (52) 


€|- 





42; 


एडलन्‍ननकनर 
अिल्मन्‍क्‍हलट कक 





5. 


(2'6) का विलोमन 


77 &8)57४ ७) 5 25%), 
हे ही 


हा 6 ६;4) 2( ६4) “3 ( ६।4) 


67 


(2-7) 


20 (६०) की (£।०) 
464) --४. (६०) 
4 6/09) --,(६,०) 


70 ६/0). 59 (६0) 








7 (६0) -2,(६;७) 


20(4/9) 7/(६/०) 
-“:7(6/०) --:(६/५ 
9 47(६£;0) ४ /., (5:0) 


4 ५(६/0). 70(६०) 
7 27(6/०) --7(£;०) 
“7 24(६॥0) -7२(६;/) 








20 (६4) 70(£०). 29 (६४८) 

40(60) 20(60) 70(६४) 0 
-2,(६०) 2/(६०) -#4 (६०) 
-2, (६४) 7,(६0) -#(&४) 


(2-8) 


(49) 


है जहाँ संकलन को आईगेन वेल्यू समीकरण (2-8) के समस्त घन आधारों के लिये विस्तारित कर दिया 


गया है और ०; को 


हर (हि [62 66) + 27269) +टै। 0६॥) +०१(5६/१)] 


+ 460०४) -व्य (६४): 667) | 


; (2-0) 
/4/ 
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द्वारा सूचित किया जाता है जहाँ 


40 ६) 5८20 (है? + (77) (2-]) 
जिससे कि 
2६४) 5474(67? “7२24 (67) 
29667) व 3 / (६/) । १7 / (7६7) 
जहाँ 


4००५४ ८ 5 ४2; तथा 6 9 4 
(2-6) के क्रियात्मक गुण को 


५ को + 0 नि 0 किए तगत) ४ 0) || +8/7(8) 


224 
(2-2) 
द्वारा अंकित करते हैं जहाँ 
6 (६/") 5०८९५ 70 “7० (४६॥7) (2-3) 
तथा / 6) द्वारा डिरिक्‍्लेट के प्रतिवन्धों की तुष्टि ८६:#<:8 परास में होती हैं । 
फलन 7, (४) के लैप्लास परिवततें की परिभाषा निम्न रूप में दी जाती है [, 9. 3] 
2) ८४-४7, (/)4/ (2-]4) 
० 
श्र्थात्‌ 7, (5) ज्7, 0) 
[, 9. 36] में लेप्लास प्रमेय परिवतें को 
[70-थे7॥/ण४ हक 07460 (8) 


है यदि 7, 0) तथा 7,0) प्रत्येक अन्तराल 0४:०४ में तथा कोटि ८५ में जब /->०० तथा 5>८०, 
खण्डश: संतत रहते हैं । 


हल : 
चर ? के लिये रूपान्तरण (2-6) का सम्प्रयोग समीकरण (2) में करने पर तथा (24), 
(2-5) और (2:2) के उपयोग से हमें 


ध 
कर कह) + 57 के हि) ने [22 ० (६५१ न ठ0 5 609) (26) 





संमितीय अबमन्दित कम्पन 69 
प्राप्त होगा जहाँ 
2680), 05 [ १%(6)0:), ) ० (2.77) 
(2"6) को ७(६८, ?) के लिये (2:4) (2-5), (2-2) तथा (2-3) का उपपोग करते हुये हल करने पर 


् ] [४ ॥ 522 हि दर 
८४(८), ४) “८ €्डछ0 [डक | 87 (० 2)<2(68, 7-7») ० 


+74(69) ७ए? |- न 005 (०४) -ः |7,(0) मर 7.8) | 








ह ] छाप 6६ 
>< €5ए | ् ड़ न््ट, (<“8) 
जहाँ 
हि ] | | 0 9 * 
५ नौ] 6 ,०/॥ 8/0॥(/2६/* न ) न (/4] 9 (2 ] 9) 
न्‍ा (£:) ग | 0) ला 2:०0 
५6) | ०/॥0) | ०४५१) ४ अर 
विलोमन श्रेणी (2-9) में (४-8) को रखने पर हमें जो हल प्राप्त होगा वह 


कक *» ! ८9 
70 (/, /).55 25 " न ता,.ट | शक ्‌ | 5 
(7५ ॥ न /| (0 (६/7) । </0/०. | हे र | 


; न (ा 
४7 (०१) 2६, 7- 30 4१-7३ (6) रू | न डर] ९08 ८ 





। [#,(8)-+ 6/%8 7, (6)] «फ [- 75! जय 0) 


| 


हैं जहाँ समीवरणा (५-8) के समस्त घन श्राधारों के लिये संकलन विस्तृत है 


विशिष्ट दशा 


फल (2-2]) में (४-0, ८७50, /0-2//8 रखने पर लोबीचील कम्पनों के प्रश्न का हल प्राप्त हो 
जाता है जिस पर मार्ची तथा डायाज ने पतली प्लेटों के शीर्षों के लिये विचार किया है। 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० सी० बी० राठी का आभारी है जिन्‍होनें उस शोध पत्र की तैयारी में रुचि ली है । 
6७ 0) 


70 


बो० एस० मेहता 
निरदंश 


चचिल, आरण० वी०, ४(ए9छब्रा।074] शा दा28 7, मेकग्राहिल, न्यूयाके, 058, 
सिनेली जी, ७080 २०४९६०८४ 2०० 70०ए2८०फ:००० ००००४ (966), -30, 


मार्ची, ई० तथा डायाज, एम०, 600 वलाब &]40०7ां9, त6459 टलाड० क॑ 7000 000-07 ;इ 
407, 739-747, 


शर्मा, के० डी०, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, 97, 4, 39-43. 
शर्मा, पी० सी०, बुले० इण्डि० सोसा० अथेक्वेक टक्‍नालाजी, 965, 2(2), 5-58. 


४]]॥373 ?375730 /॥05370[37 ?307|८३3 
४०. 7, ५०. ।, |॥५४//, |974, 7३8९५ 7-80 


सार्वोकृत फाक्स के प्ता-फलन तथा सार्वक्रित लेगेंड के 
सहचारी फलन वाले समाकल का मूल्यांकन 


एफ० सिंह तथा एन० पी० सिंह 
गणित विभाग, राजकीय विज्ञान महाविद्यालय, रोबाँ 


[ प्राप्त--जून 2, 972 ] 
सारांश 


इस टिप्पणी में एक ऐसे समाकल का मूल्यांकन किया गया है जिसमें सार्वीक्षत लेगेंड्र सहचारी 
फलन, सार्वीक्षित हाइपरज्यामितीय फलन तथा सार्वीक्रित फाक्स के फलन सन्निहित हैं । इस समाकल का 
उपयोग सार्वीक्षत //-फलन के लिये एक प्रसार सूत्र की स्थापना करने के लिये किया गया है। चूंकि 
दोनों तकों में /-फलन अत्यन्त व्यापक फलन के रूप में रहता है अतः प्राचलों के विशिष्टीकरण से कई 
रोचक विशिष्ट दशायें प्राप्त होती हैं । 


5955६(7घटा 


एसब्रॉप्नएंग्प ०ीं बच संग०छएवों वंगएकॉ्ंपड इल्फव्स्बॉसडट्ते ४०55 मसिं-फिस्ऑजा बणत 
छ०्ार्एबॉडटतें 7,९8९०त०९ 255029(९तें 'घटए०ण- 29 7, 578 20१ ऐर.?. छाए8॥, 722ए7/- 
77070 07 ६८४7 /४08 ( +0एटण7९0770  52८6708 (४00]58०, (९८७४७ 
पुफ़ल एए2इटए: गरगल वेल्याड जाग पाल हसगोपबाता छा था 77589] पाए0०एग78 786 
हारा बॉइटत ,०0०0०क्‍7९ 35502ंब्राटव पिा6एं०0, (76 8०7९००७॥५९त ॥9 908९०7९४४८ फिटा0ठ7ा 
बाते ४० हव्ालाबाइटत 7653 स-णिटधं०0,.._ पांडे गंगाटट्ाएकों ॥99 06९० 6णज०५४८पै ६० ८8(७0]88 
270 "एबाओंग्ा 07फरपा4 607 एएट 8०7९०थाइटत अआं-पिाठा०07.,.. ४5 776 /7-पिःलं।एका एफ एश०0 
276णाएलांड क्‍8 3 एट०ए 8लपरदबं पि।2079, 6 एठ5प्र (8 07 596० कयांआंए 8 (९ [8६776(८५७ [६७वें 
50 ए्7%79 4रा/27०८४४ए० ६३ [१8/0८प्रॉ७४ 285८5... 
. प्रस्तावना : माथ्र [4, 9. 25] ने सार्वीकृत #-फलन को दो तर्कों द्वारा मेलिन- 
बार्नीज प्रकार के समाकल के रूप में निम्त प्रकार से प्रस्तुत किया है : 
, (6५ ४५) ) दि 
72 ए799779779 थी (९३६ 6,))) (१/;/; ८ ५५) ) 
205/:7/])8: [4:६7 ) 
हि । (0५५ 4,)) | 
(8५9 2); (8 4०० 9०)/ 
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[. (० (४ क्‍ 
बज (८, 4) ४6 ॥7/४४), ([*| 
(था) ॥ | 0 (८-|-१)(६, १)४४ )*४४४॥ ) 
[४ 7(-छ्ष+4६+ ०) 
जहाँ ४ (६-१) बज | 5 ललित कर लत मर 5 रकर के ॒ 
प 7६-६०) /र्ट २(0/-] 4६ | 40) 
है। धन 


77(8/-88) 77 7५ + 46) ४7 28 ;--०7% 7 /(/२+०४१) 


30 गति व ही वा: थक 7) ।ा पल कही 


उच्ण्यत | पड ही 


/ न्‍ पँ है बह 
/ (. 90 7 5 ॥) 





४(£, १) 


तथा ((4,,, 2,,)) द्वारा % प्राचलों के सेट (4, 2,), (4,, 0,), ..., (४५७ 2,,) के बोध होता है 
05%, 56, 07054“ 05४] 5.6 0 है ॥0 58६ 


प्राचलों का अनुक्रम' (80, 0), (88५, 0४७) (१0५५ ०१) | (१/४५, ०१५) | वेथा । (८॥,९॥/) 
ऐसा है कि समाकह्य का कोई पोल संगमी नहीं है। आवश्यकता हुई तो समाकलन का पथ इस प्रकार 
निरदिष्ट किया जाता है कि 2(8/-8£) (/55, 2, .... कप) तेधा 7(४/ ४ /)(॥ ॥, 2, ,.., ॥५) 
के समस्त पोल 7"(,।--०६) (/75१, 2, ..., 2) के दाई ओर भोर 70) | ८) (७ ॥, 2, ..., ५) 
तथा 7(]-«६+०६+ ५०) (४55, 2, .... 20 के समस्त पोल काल्पनिक श्रक्ष के ब।४ और पएं। समाकल 
अभिसारी होता है यदि 


१>0, १ >0, | 8 ४| < 22%, |भाहट | |) कर, 


हर रे हा ' रद 
जहाँ गैनल ०2 नी 2 दुनी 2 2-्रं 0-० * ८ ८ ५ ५) ते 


अत. चिता | द/वुकक का हु बा 


)) है 
तथा हलन्अ0 रन ४ ने “अं 2- 2 8 आज ०८४०-८० न थे 6. 
चाय 7 उन कस्ककका ० इल्कका ४ कनव ४ हे 


हि म में रॉ * ५ वथ, 
(.]) को हम संकेत रूप में मा द्वारा अंकित करेंगे। माथुर [4, 9. 28] ने » तथा » के 
अल्प मान के लिये #झ |] के ग्राचरण की व्याख्या की है । 


२१ 
|]  -0(४|/| )|8” जब #४-»0, )-.0 


जहाँ विच्च्यांच हु) तथा /8 नव २ ($7) 
9 
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(/ प्जण्क | ] ४4 *०+) 77|5  ड | 9 ४] के । ॥॥, ) तथा 


, रू र ग 3 
या 
(! [ 2 डे 
५ स्‍ँ * है घ ५ नरलकक 68 
के 0 | ही पे ९) | 2५ 6, 5597 »0, 
० की) अि 


7774 77 रा कर 
म्युलेनबेल्ड तथा कुइपसं।2 ने सार्वीक्षत लेगेंड़्र सहचारी फलन ४ (०) को प्राचलों के साव॑ 

मानों (सत्य या संकुत्र) के लिये (पोछामर के) समाकलों के पदों में परिभाषित किया है और इन्हें ही 
हाइपरज्यामितीय फलनों में रूपान्तरित कर दिया गया है । #, # ४ तथा & प्राचलों के सम्बन्ध में 


कल्पनायें करने से आगे और रूपान्तरणों की सपष्ट हुई । उदाहरणार्थ यदि » ऐसा पूर्णाक >>0 हो तथा 


६-- जता अन॒ण पूर्णाक हो तो |7-* |<£ के लिये 


05 7 | 


> ४, (०१४२-०३ -|- 5 ]--४/ 
कक के मय - 4 (] _... ७5२ थ 77 ; 
ध)..७-80॥ (कल त-ऋ (]-- ४)75 (] -.. ४) 7४2 / ही | ([*2) 


“। 770 


इस प्रसंग में निम्नांकित फलों की आवश्यकता होगी : परिमित श्रन्तर श्रापरेटर /(6, ७. 273 
जहाँ #--]] 


१0 की “यु. द 
2८ है $। ८) ब्लड ( //॥ “| ] ) 9 5५ ४ (६) न्ड्ः 28 (# दर 8 ' 6) ) ( | 7 3) 


॥। यु ५0% 7 । 8५ 7प5 725 27]5 772 
| () “ 4) 7/ / (; -|-<)7 4 (> (| -/ |2) (2) 47,, [/://| ४, [७ : ८” | 


। 


(६७५ ०/) ) 





४(-+- ८2) 
ही (१७ ०५)) (७४ ०४७)) 
हम प 
हा! - हा (०0, ) ०५) ) 

रे (20003 (6७ है 

( 'लमट 879 ०) ६ (€/ ९/) ; 

श्र | « | («/ है 
--2, 7439 ॥/935 ॥] (7732 4९ / ८:) )3 (१ (79 ९ ४/)) 
स्य 27 (४ 0+क) हि ' 


)+ 4५ [॥ मं (/], 54 8, [५ - 0 !] 
। 2० कि को (+0- ४-०) (2+9#+9ै-॥७ | 


((24, 0५) 5 (90० 8५४) ) 


(|4) 
यदि थर (2) है | 9 (0 [? | 37 न 6 (३ ।47)| 7-३ (ई न । ) 725 » ००१ 7//]) [ , 5: २७४५ ॥7५ ) 


82०0, 8/<0, 2 :>0, | शाह * |) तथा | धा8 9 [६३वें तर. 


उपर्युक्त समाकल को स्थापित करने के लिये (!*4) के बाई ओर के सार्वक्षत /-फलन को 
इसके समतुल्य कंट्र समाकल द्वारा व्यक्त करते हैं जंसा कि ("]) में दिया हुत्रा है, फिर 


/4 एफ० सिंह तथा एन० पी० सिह 


समाकलन के क्रम को बदलते हैं जो वध है क्योंकि समाकल पूर्णतया अ्रभिसारी है और अन्त में 


प्रान्तरिक समाकल को सूत्र [5, (36), 7. 343] अर्थात्‌ 
9०0-या+॥शि। [7 (6 -- $8-- 4 ) / (0/-- 0 |. ) 


77253 7% 


हि + हूँ: ५2 भव 
| का (-2)7//(-०) ९२५ ७-७) ॥ (7) 4 कछ-कू- कक) ए्ललआ [कैसा [१ ०4) / 
दे ।् क्र ( | ह 9) 
यदि 2७) <, 2(6+३४)>-- की सहायता से हल' कर लेते हैं । 


2. इस अनुभाग में निम्तांकित समाकल की स्थापना की जावेगी : 


री 


9 (४3१ 7 पा । 
लि --<2)72/(] -+-<)” 2, (...७)/४ 2) पद हि ५ ६ ०(| -+-८) ०| 
((6/३ ९५) | 
४ (] +-2) 0 (१७ ८.) ); ((१///५ 350) ; 








। ॥, /]9 7 9,777] 79778 ग्र 
८४,)४:/ ८४,३१४” ] //8.. ( है| 6८ 
/ + ८) (0, ६,)। 
(9५ 00) |: (9 (० 0५१) । 
१! हु 
[/ (०), 27४ 
2 मम जे पद पादप 
है 63 
४7 (७) ३! 
हे )) १24 


--/-9४-- ३9, ०),(५/५ %)) 
ः (१७ 5) )5[(% ४७० //) 


92० (88 4) (+/-१ब-क४--/॥०)०(2-#-| %४ | # |-कैए-। 
((8५, 20))3 (96१ ०५०)/ ही 
५ ५४६ 4) (पा 4 ( ) ः, (2-] 


४+23,773 7 2 ,0॥7 ,११72 
2-33 [/:7” ],४+49 [0 :४* ] 


समीकरण (]-4) के लिये निर्दिष्ट प्रतिबन्धों के ही भ्रन्तगंत समीकरण (2-) वध हैं। साथ ही 
४<०(४०-०--१) तथा |/|<, 6,,..., ०० में से कोई भी शून्य या ऋण पूर्णाक नहीं हैं श्रौर ८४ धनात्मक 
पूर्णांक हैं । 
उपपत्ति : 
(।-4) को दोनों ओर 
[7 7(०७7+-») ८० 
तर 





0 
7 7० :--०9 
रे (० ॥+7०) 


से गुणा करने तथा आपरेटर ८४० (79० £५) को व्यवहृत करने तथा दोनों पक्षों को प्रसारित करने पर 
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२४ 

( 7क+ 04३) ००7] 4-2) ४४ 

तह (--४)-/४५]--2)7 #(7( मा 

२०० /-य ( प ८) 4-(/४--०) |2 (८) कल 
का राप+8 न) 2! 








अलवतन 


(९७, ४)) 


3 

83 7[9729775772 (7 ढ़ 2) (£ 72 ८/) ); (% ५५, 6; /)) न्‍ 

(9: (5 [0:6” ] £ 
7 ८) 0' (0५,65६) है 


(043 0५2))3( (04० ०५०)) 


और 7० 4-७--३)८१+१२२० 
--20-बरथय ही | 


१0 





क् 
व 7(०/+-०--३)१! 
है कक 


( ४७४ «॥ १८-- 47, ०) रॉ (६/:%) ) 
2 74372,॥7 5772 22 ई (9४४०४) 3 (१//५३० ४7) ) 
६4२५..9, [:/7].5+2, [9:67 ] 
32० (0:4५) ) (! पी0--%४-३४७-४#, ०), (2--/०--%४ --# -- की 


((५० 2५))((80०,० /,)) 
(2-2) 


श्रब बाई ओर समाकलन के क्रम तथा संकलन को परिवर्तित करने तथा ०; +०9 को ०; द्वारा 
भोर ०;--० को ८/; द्वारा प्रतिस्थापित करने पर हमें (2.) मिलेगा । 
विशिष्ट दशायें () : 


यदि हम (2:]) में ८(/-१, 2, ..., /) २-6 557, 2, .... 4)55०/(/-१, 2, ..., ०) 
२+८|(/5-, 2, ..., 7)5:८( 5-7, 2, ..., /ध) +4;(/--, 2, ..., 5) >! रखें जहाँ ० धन पूर्णाक है तो 
दो चरों वाला ए-फलन दो तर्कों में अग्रवाल के ७-फलन का रूप धारण कर लेगा और हमें 


द वि (० कु 
का 0 0 7 (-9)/8 (6) ४० पा 3 ०(7 +2*| 
(«५) 
(ए 72शह३ 72 ; -5)7? | (9); (१४ 
20 [7:/”]35 ,[(:4*] 
80 0 कई (6५) 


(04)5 (0 47) 
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/6 
१ ' 
8५ (67) 9624 
व. 
>_ 20-#का शक 6/-7 पल पलट कर 
"४-0 ९ 
* पा (०३)३” 
कि 
ड़ /९ (०; “2: १४८: 3०) (€/,) | 
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प्राप्त होगा यदि /2(#) < , 2[/+#०?+ ० (8--8 |) || “7 (४557५ 2 8 है 
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पूर्णाक हैं । 
«दोनो तर्कों में 5-फलन में माइजर का 6-फलन तथा दो ७-फलनों का गुणनफल सल्निविष्ट रहता 
है जिससे सामान्यतः ब्यवहृत कई विशिष्ट फलनों की प्रप्ति होती है [2, 97. 26-9] । 
(2-) में #/--४5-८5-0 रखने पर दो चरों वाले ४-फलन से फाक्स के दो #-फलनों का गणन- 


फल प्राप्त होता है फलतः हमें 
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3, 7]5 7235 275 779 


कतटिरि([॥ //+ 47५, [/:४/], 3, [4:4“] 


प्राप्त होगा जो (2-) निर्दिष्ट प्रतिबन्धों के लिये जिसमें #--४७२०5-० है वध होगा । 
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8 | 797] ,/9१7/]॥/५ 
४४ री 489 [/7/|)४ ।03 | ४:४7 | 
(3-) 


(3.।) के विहित होने के लिये वे ही प्रतिबन्ध हैं जो (2.) में दिए हैं। साथ ही 7०(;)<0 तथा 
20७) 50 भी । 


उपपत्ति : 
माना कि 


१. आर 2 0 । / आओ जल । 


(६५) ००) ) 
777 77 श/शए५ (| पड ((१७०))४(१४४०३१)) 
4 0३ [6१ ८ ]555 [(:4' ] । 
पी आम डक ही हि ((%,५,)) 


| ( 3, 9 0५) ) ) | (8 ' 4 6 4! ) ) 


८0 (४.7 ३ 
रा लक 8 (४ न 0 आर 0४0२ 3) 


78 एफ० तिंह तथा एन० पी० पसिंह : 
समीकरण (3-2) विहित है क्योंकि /(£) सतत हैं तथा विवत अन्तराल (--,.) में परिबद्ध विचरण 
वाला है जब 7(/ध) 0 तथा 7(०)>:0. क्‍ 
से गे (५7 | | । ह 

(3-2) में दोनों ओर २५ _( .»)॥४ (5) से गुणा करने पर तथा (-7» 7) अन्तराल भर «४ के 
प्रति समाकलित करने पर, (2:]) को तथा सार्वीक्ृत सहचारी लेगेंड़ बहुपदीः के लाम्बिक गुण का उपयोग 
करने पर _ 
8 (०.5) री ३१27४ 


2900 अब कल कि 5] डर 
आह 8 उमा नल 
ख (० 9),% 

हक 


र [से 690-7:/2 
(-“#-77१४--:३०,०),६ (६७३०%)) 
+-2,749922779772... ; (१४०) ३ (१४५०६ )) 
2५ 7५.2, [४:४/].5+9 [0:47] ग ट 
<7 | ((6,,०)), (]-- 2 +१८-३०-४,०), (2 -- ०» +%४ +# -- ३५ - 


(905 0५) 3 ()/ 473 9 क /)) 
(3-3) 


प्राप्त होगा । अतः (3-2) तथा (3.3) से प्रस्तार (3-) प्राप्त होगा । 
अब (3:) में ८-0 रखने पर 
.. ((७७३%) 
अकछो # 
दि ((0,४५) | 
((0५:74))3 (0 0४० 


(28 (2 हा 9 न ॥ ) मे ( रे * [ ) रा " (€ ।8 कह रन ] ) (४, ४ 
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पुन: यदि (3-4) में #--॥, ६ +#१,८-, /8'--0, ४, --] ४2३5४ 0 रखें और >->0 कर लें 
तथा ४-० की ४० द्वारा, /--% को £ द्वारा, 4-+-5 को # द्वारा प्रतिस्थापित करने के साथ ही प्राचलों में 
उपयुक्त परिवर्तन कर लें तो अनन्दानी/? द्वारा प्राप्त फल मिलेंगा । 
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पुनः: यदि (3-) में ४७-०७, #--॥५ 4(5०४३४८६ |, /75-0, ४ --,»/--४ 50 रखें और »->(; 
कर लें तथा ४--9, की ४५ हारा, /+% को / द्वारा, 4--5 को 6 द्वारा प्रतिस्थापित करने के साथ ही 
आचंलों में उपयुक्त परिवर्तन कर लें तो सिंह तथा वर्मा [8, (4:)] के समान फल को प्राप्ति होगी । 
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ः अन्त में सम्बन्ध [/] के प्रकाश में... 


(६56५ )) द 
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हमें कंम्पे-द-फेरी फलन का प्रसार सूत्र प्राप्त होता है अर्थात्‌ 
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जहाँ ० धन पूर्णाक है तथा 
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है ५ ५ >-+--मथाकन 4कपपलेक3- ०७ ७५८३ भरकम रेकपाधकफ५ ५११३४ :भ+०न-मणनफकसतबभरके, 


(3-6) 


यहाँ निष्कर्ष रूप में यह इंगित करना रोचक होगा कि कैम्पे-द-फेरी के फलन से ऐपेल फलन, सार्वीकृत 
हाइपरज्यामितीय फलन, दो सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय फलनों का गुणनफल तथा अन्य कई सरल तथा 
सामान्य रूप से व्यवहृत फलनों की प्राप्ति होती है। फलत: फल (3-6) से ऐसे कई नतन परिणामों की 
प्राप्ति हो सकती है जिसमें सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय फलन तथा ऐपेल फलन सन्निहित हों । 
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के अवकरण का अध्ययन 


विभिन्न क्रम वाले बेसेल फलनों के समाकल 
बेसेल ए तया प्त-फलनों के गुणनफल वाले 
द्विगुण समाकल 

लाम्बिक बहुपदियों से सम्बद्ध दो चरों के 
सार्वोकृत फलन ; 

फ्रियर श्रेणी की करमाता संकलनीयता की 
नई कसोटी 

अष्टि के रूप में बेटमन के फलन वाले समा- 
कल समीकरण का प्रतिलोमन 

सुक्ष्मजीवाण संबंधी नाइट्रोजन-योगकीकरण 
पर मोलिब्डनम तथा सिलीनियम का अभाव 


सड़क निधर्षण स्तर सें तारकोल-बालू मिश्रण 
का उपयोग 


,. (>-फलनों से प्र-फलनों में रूपान्तरण 


2,4-डाइक्लोरोफनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट 


का उभय प्रतिरोधी विलयनों में जल अपघटन 


एस० के० गुप्ता तथा एम० एम० बोकाडिया 


वी० सी० नायर 
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एच० एल० गुप्ता 
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रमाशंकर शुक्ल तथा दूनी राम आये 


बी० एम० अग्रवाल तथा बी० एम० 'सिंहल 


एम० एम० म्हाला तथा सु० स० भाटवर्डकर 
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सोडियम-नेप्थेलिनाइड से कुछ प्लवेनालों के अवकरण का अध्ययन 


एस० के० गुप्ता तथा एम० एम० बोकाड़िया 
रसायन विभाग, विक्रम विश्वविद्यालय, उज्जेन 


[ प्राप्त--अप्रैल 9, 974 ] 
सारांश 


प्रस्तुत टिप्पणी में सोडियम-नेप्थेलिन/इड अभिकर्मक के द्वारा कुछ फ्लैवेनालों के अवकरण का 
उल्लेख है । 


3.956(73 ९: 


$च्तट5 00 #९वेंचटएंएा ०ी गिंबएण्फ्रणेंड राणा 50क्‍:ण्०-ाफुषॉनों०्पंत०,. 29 


5. 7, 6णएए5.  बग7व थ. थे. उकब्वाब, ह०60 ०्ी $एवाढड को प्टयांडएए, सॉफियाफा 
ऋ्एट8४09, एए]]०ाए०. 


पु एएडडटए। #पवतेंए कटएट्ब$ एटवैपटएंगा ी विबए०्ा०णी5 छपी इ०वीपाशनाभ्रूएएदोटाएंकेट 
707८2) (० ठां॥977072ए070]5, 


सोडियम नेप्थेलीन मूलक एक महत्वपूर्ण अभिकर्मक है | इससे कोलेस्टराइल एवं कोलेस्टनाइल 
क्लोराइड से हाइड्रोकारबन प्राप्त होने का उल्लेख मिलता है। अभी तक इस अभिकमेंक का उपयोग 
फ्लैवोनाइड रसायन में नहीं हुआ है । अतः प्रस्तुत अध्ययन इसी उद्देश्य से किया गया । इस शोध योजना 
में उपर्यक्त पलैवेनालों को सोडियम नेप्थेलिनाइड के साथ अभिक्त किया गया । 


प्रयोगात्मक 


750 मिलिग्राम सोडियम को जाइट्रोजन के वायुमंडल में रखे 00 मि०्लि० शुष्क टेट्राहाइ- 
ड्रोफ्यूरेन एवं 50 ग्राम नेप्थेलीन में मिलाया एवं साधारण ताप पर 6 घन्दे तक हिलाया गया । पूर्ण क्रिया 
के लिये इसे 24 घन्टे रखा गया जिससे हरे रंग का विलयन प्राप्त हुआ । इसे फ्लवंनाल के अवकरण 
के लिये इसी अवस्था में प्रयुक्त किया गया । 


500 मि०्लि० शुष्क ठेद्राहाइड्रोफ्यूरेन में लिये गये £ ग्राम फ्लैेवेनाल में सोडियम नेप्थेलिनाइड 
अभिकमंक को हरा रंग प्राप्त होते तक हिलाया गया । अभिक्षत विलियन को बीच-बीच में हिलाते हुये 


&92 एस० के० गृप्ता तथा एम० एम० बोकाड़िया 


24 घंटे तक रखने के बाद हरा रंग विरंजित करने के लिये इसमें तुृतीयक ऐल्कोहल की कुछ बूंदें 
मिलायी गईं एवं एक नाल डठं सल्फ्यूरिक अम्ल बंद-बूंद करके विलयन के अम्लीय होने तक मिलाया 
गया । इसे ईथर से तीन बार निष्कषित करके ईथर निष्कर्ष को सोडियम कार्बोनिंट एवं आसुत जल 
से धोकर, निर्जेल सोडियम सल्फेट पर सुखाया गया । विलायक का वाष्पीकरण करने के बाद शेष पदार्थ 
का सिलिका जेल के स्तम्भ द्वारा पृथक्करण किया गया | नेप्थेलीन को पूर्ण रूप से पृथक करने के लिये ना्मल 
हेवसेन विलायक लिया गया । नेप्थेलीव के पृथक हो जाने के बाद बेंजीन द्वारा प्रभाजन किया गया। 
बेंजीन प्रभाजों से विलायक आसवित करने एवं ऐल्कोहल में से क्रिस्टलीकरण करने से 0.5 ग्राम रंगहीन 
पदार्थ प्राप्त हुआ, जिसका गलनांक 80” निकला । डाइहाइड्रोपलवेनाल के प्रामाणिक नमूने के साथ 
लिये गये संयुक्त गलनांक से पदार्थ का डाइहाइड्रोफ्लेवेनाल होना निश्चित हुआ्ना । 


इसी प्रक्रम द्वारा दूसरे प्रतिस्थापित फ्लेवेवालों से भ्रभिक्रिया की गई, जिसके परिणाम सारिणी ! 
में दिखाये गये हैं । 


सारिणी 7 
फ्लेवेनाल का गले प्राप्त हाइड्रोफ्लैबेनाल हाइड्रोफ्लेवेनाल का 
नाम का गलतांक वास्तविक गलनांक 
4-मेथ।क्सी 2392० ]68९ 68९ 
9: 5-मेथिल 96-97० 60? 60९ 
65-मे थिल-4-मेथा कसी 92-93९ ]46-47% ]47-409० 
निदंश 


]. स्कॉट, एन० डी० वॉकर, जे० एफ० हन्सले, वी० जने० एल०, केमि० सोसा० ]936, 58, 2442 
पाल, डी० इ०, लिपकिन, डी० तथा विस्मान, एस० आई०, असमे० केसि० सोसा० । 956, 78, 6 
लिसी तथा थामस एम०, जन ० आमे० केसि० ]962, 5, 27 

नामनन्‍ट तथा अन्जेलो, बुले०, श्राफ० सोसायटी ]960, 3:4 

हागर एल० तथा गस्टन, वाधषिक रिपोर्ट 962, 99, 652 

हानेर एवं अनगीव, (प्रद्यांड-ए पंशापटाफआार6फ4 प्रथम संस्करण 962, 452 

क्लासन, डब्रल्यू ० डी०, वरीडे, पी० तथा बेंक, एस०, जने ० अमे० केमि० सोसा० 966, 88, 58 


ग्रास्ट, जे० पी०, अय्यसे, पी० डबल्यू, तथा लेम्प, श्रार० सी०, जर्न॑० अमे० केमि० सोसा० 966 
88, 4260 द 


/ 
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9. क्रिस्टाल, एस० जे० तथा बारबर, आर० वी०, जन ० केमि० सोसा० 966, 88, 4262 


४]7373 २३75॥93 6 /#&॥प593॥0/]3] ?307[[|८9 
४०. 7, ३०. 2, ४797], |974, 7३४९६ 83-87 
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वी० सी० नाथर 
गणित विभाग, रीजनल इंजोनिर्धाराग कालेज, कालीकट, केरल 


| प्राप्त--जुलाई 28, 973 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य बेसेल फलनों वाले कतिपय समाकलों का मान निकालना है ज़ब 
क्रम के प्रति समाकलन किया जावे । ऐसे समाकलों की भ्रावश्यकता तरंग की परिसीमा मान समस्याश्रों 
तथा फन्नी या शंक्‍्वाकार परिसीमाओं वाले विसरण समीकरण के अध्ययनों के समय पड़ती है । 


305६7"9 (९६: 


[7९37० 5 वंज्रएगजए््ंडु 7255९ फि्रट०च5 र्ण्एगकाबी][० ठल्‍त०७. 29 ए. ८. [४७० 
70672०एए०7 ० (०४८77 005, ८४078 ५087५67778 (+0]222, (४४0००, ६27७४. 


पुफार >7]6० ० पाक एब्ए९ए 48 00 रएक्ॉपथ७ 9 €छ गवा९27383 |7ए0एग््३ 8655९ फिटा0च5, 
(7० ाल्शाबागा एल ज्यों 725960 ६0 (6 ठ07व6४०,.. 5५ क्रांटछुएब8 बणंडट की ए्याएटटी०णा 
जा #एकक्‍ं९३ 00 790एणएावेद्वाए एथॉपरट [9700॥673$ ता 6 एबए९ट ब्यव तािपडंंत्)ा <वुपत्रारंणा 7ए0ए- 
498 ४८096 07 ०0८५ 8॥49०व 00प704877९8. 


!, परिभाषायें तथा प्रयुक्त परिणाम 
7(4, 2) द्वारा प्राचलों के श युग्मों का अंकन किया गया है : 
(6.५ 8१)५ (६9५ ९9) 9 ०:93 (६/2५ ८) # 


7-फलन को [3, 9. 408] परिभाषित करते हैं ओर 


॥7 77 १; | 7 पु ४ )/ 
"४ 


2 | + (िवर) 5 77(5) ४९ ८5, (।'|) 


7(0)3 022४ 


84 वी० सी० नायर 
के रूप में प्रदशित करते हैं जहाँ 


72 
मै 76-00) 7 7(-०+०४) 
हि कु _ बल. 
(8 वन: पा + 

4 पी 

7 7(-2०2;-55) 2 ४०७४-०४) 

_ब्याक)ी उच्यप्ना. 

यहाँ पर » शन्य के तुल्य नहीं है, रिक्त गुणनफत्र इकाई के तुल्य माना गया है, %, #, £, 9 ऐसे पूर्णाक हैं 
कि 05<%४<4, 0<४<:9, समस्त ८ तथा घन संख्यायें हैं और समस्त ८ तथा 8 ऐसी संकुल संख्यायें हैं कि 
(8-7४ है 4 , 225 *्ग्प्३ 77 के कोई भी पोल 86 | ८ के ९;5) ० कक | 9 कर »०*०७ /४ के किसी पोल से 
संगमित नहीं होते और कंटूर ०-४०० से «|+-7०० तक इस तरह बिस्तृत रहता है कि 7(०/- //5), 
उन्नत, 2,"5, # के पोल कंट्र के दाई ओर तथा 7([--6; +-०४), ४557, 2, ...,. ४ के पोल बाई ओर 
स्थित रहें । 


ब्राकत्तमा [], 970. 245, 246] ने सिद्ध किया है कि (-4) के दाहिनी ओर का समाकल अभिशारी 
होता है यदि #>0 तथा | &8 ४ |<$%/2, जहाँ 


; ।4 77! ( 
क$चत्ट (०)- < (करी+अ ()- < (9). (4-2) 
है 4 ।7+) उक्त १40 420 


समूचे शोध पत्र में £ को (2-2) द्वारा व्यक्त किया जावेगा तथा कन्टूर 2. श्रौर फलन 2”(४) वैसे 
ही रहेंगे जेसा कि (]-]) में उल्लेख हुआ है । 


जब समस्त ८ तथा _# इकाई हों तो (-]) द्वारा परिभाषित /7-फलन माइजर के ० फलन 
हे । है 226 3: हैं 
/ डिक, । 
08: 20050 20% 


“-फन्नत में प्राचलों के विशिष्टीकरण की विधि द्वारा अन्य कई ज्ञात विशिष्ट फलन 
[2, 07« 434-339] प्राप्त किये जाते हैं | इनमें से कुछ निम्नांकित प्रकार हैं जिनका उपयोग इस शोध 
पत्र में होगा : 


में अपवटित हो जाता है । 


8 324 

! | 

०, | | क्‍ त१८ग4८(१/०) ०७४०): ('3) 
[ 0, ६, धर 
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है] 6 4 


्वरन्ननन 
अरिननन्‍ाननआ, 





(०५ दिए 


नस 3७993 नन+ ७+क-जणनानन-- 





गो 77 
7,# | ८.,, 62, .. न है हक 4 (| “| 0, --८;) 
धन 
07, 82५ *»००) 8५ | 7] 9 --6]) 
उंतश 


| ? 2<4... (7-4) 


| न 8,-- ८], ६००१५ रन 84 -- 4/5 
#बीव-व 
] -- 8, -- 8५, ०००७ । ने 8-20; --*/| 


.0 
(०0 ३ 9 | टी 





८, 6 ! चूत 4+2/8 2, _॥ (2./»). (]-5) 
एडेल्यी [2, 9. 300] 


के धर 
॥ ७4 (4+-०) 4 (0- गाज ४)4 (06--४) / (८-७) /(८-- ४) 


मील 4 (4- 0--८-- ८४-- 3) । हे 
 /(६--४--]] 4 (0556 +« हित 3 (2228: उन ])7"७॥४-]) » री 8 (८-न-29--०+- ४)>>०3. (१:6) 


2. कतिपय सामान्य परिणाम 


इस अनुभाग में //-फलन वाले कुछ समाकलों का मान ज्ञात किया जावेगा जिसमें किसी एक 
प्राचल के प्रति समाकलन किया जाता है। इनका उपयोग अगले ग्रनुभाग में बेसेल फलन वाले वांछित फलों 
को प्राप्ति में किया जवेगा । 


(१.6) में ०, 6, ८,० के स्थान पर सर्वत्र ४-८, 8-8, ८-०७, ८४५७ रखंकर दोनों 
ओर #()) //(2%४) से गुणा करें तथा 2. कंदूर की दिशा में स्माकलित करें। बाईं ओर समाकलन के 
क्रम में परिवर्तत लाने पर हमें निम्नांकित की प्राप्ति होगी: 


है 2 7 (5) ४ 48 
7 मन नली मी 
| -०० कक ग | अब + शो 6-0४ ठप आस +0 5-४) ४ (४८+ ४5-+ ४) ४ (८४+ ८४ --»४) 


-+(शि्रारी 77 ॥ / [6-+-80--८--4-+ (८ -- ४ -- ८ -- 4)5-3]/050)#% | दल 
४ आठिय 2 ++ शा ज्य्यज्हइन सा छह: (८-० )5--4 |/[०- ०+ (० +८)४ -- ] /( ८ + ८-- (८--८)४--।| 
4[८--०-- (४ -- ०/)४- ] (<') 


यदि दाईं ओर का समाकल अभिसारी हो तो (-] ) के उपशोग करने पर इसे 77 फलन के रूप में 
व्यक्त किया जा सकता है। यही बात बाईं ओर के आन्तरिक समाकल के सम्बन्ध में भी सत्य है। यदि 
सम्बद्ध समाकल पूर्णतया अभिसारी हों तो बाई शोर किया गया समाकलों के क्रम में परिवतंन वैध है । 
प्रतिबन्धों का एक सेट, जिसके श्रन्तंगत यह सत्य होगा, इस प्रकार हा 
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8 [६--१-+०+८-+- (०-० +-०८+-४)१;(:]>3 जहाँ रत, 2, .... ॥४, 
4 20, 0 >20, ८ >>0, ८20, #>० -- 8 -!. ८ -[- ८" 


तथा | धा8 3 |€क($-4-४--०-०४)/2. 


उदाहरणा्थे, यदि 6-5० --0, ८0, ४“>0, तो (2:]) से 


रे ] 777, (८४, ४४) 
॥ (८-४) ८ (0--&) . 2१५+2 ॥ | 7(0/,./0)0, ([--८--४, ८), (!--४-- ५, 4“) 


हा मम | (६--५--9--०४--४, ८-०४), ., (6), ८;)# 
. ॥(6--०-१) #+5दन8 (0), 2/)% (2--8--०, ८), (2--०--4६, ८ --४/), (2--.४--.. ८, ३ 
(42) 


प्राप्त होता है यदि 7७४ [6-४ -.८--०-- (८-४ )०,४/]>3 जहाँ 7--, 2, ..., #३, 
#४->०+०« तथा | »8 3 (<#(6-८- ०" )/2. 

जब ८-5४ २८८५-0० तथा ४0 तो (2-) से 

(49, 4)५ | 2 

7(2/, /72% (१-4--७, 4) 


(4 -४--४--०--०, ८४”), +(०;, ५) | 
(4॥.)% (2-०-४, ४), (2--८--०, ८”) |? 


(2-3) 





00 ] 77, 
हे ७४ (विन) 8-5) #श्स | ० 


सा | 7775 77+-7. 
 क्छकछणाज्हप्ाफ कक | > 





प्राप्त होता है यदि 2४ (6-७--८--८ + ४)०09)>3 जहाँ /-], 2, ..., %, 04” तथा 
| थ8 9 |< न ($-० )/2- 
3. विशिष्ठठ दशायें 


(2-2) में 7०-१८ 5 (5२ , 6| 7-7 5२८ --+ ८ -- |, ८--८-- , 4८,--।/2, 0-50 रखने, » को 95 
द्वारा प्रतिस्थापित करने तथा (2-3) और (24) का उपयोग करने पर निम्नांकित फल की प्राप्त 
होती है : 


] 
|> ०» नओाक कफ ०५ (2) 7-५ (9) ८५४ 





फ् 
(6) (४) 25% [(८--०)/2, (८--8-- |) (4 ५, 6, [; कह की 48 (4-४ -- 8)->0. (3*]) 


(#*[) में माना कि 6--#--, ४--] --# जिससे 4--०--2 तो हमें 


विभिन्न क्रम वाले बेसेल फलतों के समाकल 87 


| ज़्तक तक: ++3/(3)2.-/(9) प्राप्त होगा । (3-9) 


जब 6--४--3/2 तो (4-]) से 


। 2228 2४.2 क० (29)/(०0) प्राप्त होता है । (43) 
(5+*)/ 2 
निम्नांकित प्राप्त करने के लिये (2-3) में #--/8-50, ॥४०+ ६5२१५ 8; रथ -4ं +२। रखते हैं यदि 


-० 4 (०१%) (9-७) 7 (४+») 


2४०५"(6--8--०+ ८- 2) ।५ [८--०-८- ० 9. 4-4, ८-६; --9! 





7 कफ८+9-)7"--८०--१7)/(४+ 4): (४+०) पी 
यदि 22४ (६--०--०+५):०८. 
जब ४--०--2, तो (4-) निम्नांकित रूप धारण करता है 
32४3५... (29) __7४ 70.0 (50) हे | 
कि /6+ रत --४- ०) २(-#+-%) लक 650) 3 न 


इसी प्रकार से [2, 7. 297(2) तथा (9), 9. 298 (2), 7: 300(9) तथा (22)] का ब्यवहार 
करने पर अनेक परिणाम प्राप्त किये जा सकते हैं । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक कालीकट रीजनल इंजीनिर्यारिग कालेज के अिसिपल का अत्यन्त आमारी है जिन्होंने इस 
शोध पत्र की तैयारी के लिये प्रोत्साहित किया । 


»". निदेश 
], ब्राक्समा, बी० एल० जे०, (07708. )४७., 963, 45, 239-34] 
42% एडल्यी, ए०, 780]6& 0 [70287/थ (7805 60775, 954, भाग ४, मकग्राहिल, न्यूयाके 


3. फाक्स, सी०, ट्रॉजे० अ्मे० मेथ० सोसा०, 96, 98, 395-429 


४|7373 ?975034 / ॥0530॥9] २23८//८9 
४०. ॥7, ४०. 2, 8797, ।974, ?४०६५ 89-95 


बेसेल ए तथा प्त-फलनों के गुणनफल वाले द्विगण समाकल 


एसम० एस० समर 
गणित विभाग, रीजनल कालेज आफ एजुकेशन, अजमेर 


[ प्राप्त--अगस्त 6, 972 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में दो समाकलों 
जल |, ३ &4-] #ना ४४ 77 (5; 8; ४) 289) 5५ (३9) 


7725 ( ७ « 
पा | 0 ,,)[ 7 (६;, 2४7 | रे 4) 
75 4 “४7 9 (8;, /)4 #% 47 


/३क5 | । ५ अष्णा आना ८-२ कर (5; 6; ४) 20 0५/39)7% (/३ . 3) 


लि [हक > ह | ब४ ८०79 


का मान ज्ञात किया गया है । 


49577 2 ८ 


छए०ण्ा८ 49८६-४५ एण्ड पर एए०्वेंपट: ० 8९55९ ह? व स्त-पिारटंएण्ग5, 29 
१६. 8. 54747, 2८02०एए6ग 0 ॥०(्रद्ययबा65, रिव्टांणप्रव धरणीलहुर ्ण 4िवपटबाएं0), शै]एाल'- 


पए (परां5 02०67, (6९ 77८25 
ग ॥ ही जीयए लाख क। (८ ०) 290)70 97) 
रे 0) 
703 0 (६: ८:)7 
॥ 6 968 
से, ५ [४०७ ॥ हा, | ८५ ०0. 


9 24 
0 722 


उ्र एम० एस० समर 


डा | | कण आन ४-० को, (६8; ») >/2(५३०)5०७ 5५.3») 


0 


7775 ८ (द ०); 
रत | रा 7 3 रा | 4५४ (्‌ः !, 
कि जम कम कि जी 5 


क्‍आ2ए८ट 72667 ८एथाॉपन:००. 


. भूमिका 


प्रस्तुत शोध पत्र का उद्देश्य बेसेल, हाइपरज्यामितीय तथा /7-फलनों के गुणनफल वाले दो द्विगुण 
समाकलों की उपलब्धि करना है। इनकी सहायता से विशिष्ट दशाओं के रूप में अभ्रन्य कई फल प्राप्त 
किये जा सकते हैं । 


फाक्स [4, 9. 408] के आ-फलन की परिभाषा 


77 ( 
4 2 (8/--४) ४ 7!(-.. 6.-!. ८.६ 
77, / (६, , ०2)» ५००३ (4५, ८५) ] 'तम् रड हु! / है 2 । के ' ४ ४ 
डर न 5 |; गए ्णय/,»,/»/००णए५प-++४ ४४ (-) 
2१ (6 है ) हज (8 कल ) व्रा८ ५ ? 
७0 आओ 3 682 ४ ॥((- ०-०) 77 4 (4।--८)०८) 
ह02//2 0 तक 
के रूप में की जाती है जहाँ रिक्त गुणफल् *, है 0६% 8, 0<7<6, सभी ८ तथा / घन हैं, 2. बार्नीज 
अकार का उपयुक्त कंदूर है जिमसे 76; -//४) /-] से ४ के समस्त पोल कंटूर के दाई श्रोर स्थित हों 
तथा ४ ([--८८+०४),/-१, 2, ..., / के बाई ओर । ब्राक्समा! ते धिद्ध किया है कि (]-]) के दाहिनी 
ओर का समाकल अभिसारी होता है यदि 6-0 तथा | ४7४ » | <8 $ 


४ 2? !7१7 है 
जहाँ 85-22 6; - 2/ ८;-- 2? +-< /£ [2 


इस समूचे शोध पत्र में (]-) को 


फ् के ( 
2,4 | ५ 





४ ८५, ८; ) | । 
॥4 ( 0; । है है ) 6 


द्वारा अ्रंकित किया जावेगा । जब (!-] ) के सभी ८ तथा सभी / इकाई हों तो यह माइजर के 6-फलन 


कक 


77, [दि 
(2! ॥ 3 «०००७ 6/, | 
आम 


में परिणत हो जाता है जिसे 


बेसेल /” तथा 7 फलनों के गुणनफल वाले द्विगुण समाकल 9 


46 (८;) | मे 
€& 7/2 के 
रह ए सा के रूप में लिखा जा सकता है । 


निम्नांकित फल गुप्ता [5, 9. 48, 484] द्वारा प्राप्तकिये गये हैं। जब #--0, ४--%-००, ०-१६ 
| | ब्र्ष््ना हा 37] (4; 8; ४) 7 (३3) कम (99) ०४ 6); (]०8] 


223-2 7"(0) (०) 76 - ०४-- ८) 7(! -- 9) 7५ (० -- 8 -[- ७) 
८ (0 - 4)/ (0-7०) ६६० “न #४) 7 /4$(०--/0-7/) /3 


यदि 788 (--०-:७)< 708 (8) <, 228 (8--०) > 7७6 (०):०0, 72४ (0)>0. 
| ही अनिल को, (०० 3; (५१०) (१७) ४४ % (-4) 
2072 /"(6) 7"(०)7 (०७--०-०)7"(०+- ३8) 7"(38) 
१/वगरय (8 - ८)2" (9-०) /' 5 ः 5) हे !॥ 
यदि (४ (8-०) >> 7४ (०)>>०0, 728 (8)0, 7४ (8--/) >| 706 » |. 
सिंह [7, 9. 223], द्वारा प्राप्त फल, जब (८5-50 (]-5) 
090 6०० 4 /+« 
| रा | । ह //*| ८५ 49 


7000 लि 
352//0 9 


यदि 22४ (०)>०, 7४ (8)>0 तथा & और 5 अन ण संख्यायें हैं । 


गुप्ता तथा जन द्वारा दिये गये 27-फलन के गुण 


कं किए 4 पथ ! | ८06, [2७ हर | (:6). 
2,4 7(9), 70/ /) ,, कक 7८५ (#2५ 0))]445 
जहाँ &, सभी ४ तया सभी # धन पूर्णाक हैं, 


4. ६८--] 7--2 4-7 


(४ ०) के द्वारा # प्राचलों के सेट 7 7र/ ऋ? ) का बोध होता है 


[ /५ (४), ८7) |५ के द्वारा 50 (४, 4), ८) (7793 42)3 ««७ ८5 (77५, 4५) « 


ह 
बी 5८ 4 9 रा 620 80% 0 हा (3 थ्त्ट (7725) ; 


99 >। एम० एस० समर 
न्न् ) | न 

6 डर 

हर हे 
(24) #+7-7//7+2) पर (223) 87०; 

६/ 5 






! 
पी 
तथा * हक: बोध होता है । 
(77) 77% 
गया 


७-फलन [2, 9. 434-444] की निम्नांकित विशिष्ट दशायें 


7 7(]-- 6, -- 6.) ४0] 











43/ 7/6६ तन 
(पा (०) 
है आता पक 8) 77 6-8) 
>८## 4-3 [(]-:9, - 4))#; 8 । 0॥००४३) ८६ “2 ]. /<५ 
०-.: .-/2 आह 2 £ ६ 
गा7 56, |/ ५, ०, - ०|7 ००) 700४) (-8) 
250 
6,» |* | ० 8 शिश ४०० #%,_५ (2१/) (-9) 
सूत्र [3, 9.4 () | 
7) ++ (24) शक (॥0) 7प८-7/० 7 ग< 2 (-0) 
(०0 777 


“2. इस शोधपत्र में निम्नांकित प्रमुख फलों की स्थापना की जावेगी 


| | हहय करीय#+ को, (० 5; ») 7५ (3) 75 (॥3) 
के 25 | 2४ पा । 4५४ ८) 4 (0 28 - 2 
| (0), /()० (6-८) 


॥7+2, /+3 कल 32. ४ ० गे 
7५4६, 4+2 स्‍ का ( [ ०१०)५ [ | ठणए ठ्ु 77655 5/ ](4), ९))/५ (8 हल ०) 
(6--4--०, ०), (--/ )) 


#9| 7० 


मी कि 8 8 
(। र्ग्ठ हा 52 9 0) 5' [7 छठ 3 व (4, हि 
+ (2), /)4 


यदि. ७-०० | (०+०॥८६)>०/०व से ७, ?४ 0)>0, 26 (७ ०५) >0 


णै 


यदि, 


बेसेल /7 तथा 7 फलनों के वाले द्विगण समाकल 93 


76 (--?:- ०) <_ 0८ । 





दा व 8 (8-7) ], 


०-०0, 2>0, 0>0 तथा | «(४8 ८ |<< ४ 


00) "०0 हर का क्‍ 8 मु हु पर ॥ 
| ॥ कक आर हब का, (6 6 2 3, (५१७9) #0 ५०१3) .. (2-2) 
7 5888 [कटओो +(६;, :)/] 0 00 20270) 
| (0, 9)9 था (8-८) 


के 5 आल 8 
77+75 /+ 2 832 ०) (' ४ 2 (। 27 | (4) 6) 
74 8, (42 ढ 


| $ )े 
(0 “८ -- ०, (0/, 627 (३ 9 बा 4. $ 
(0 | ०) ४ पे | 2). [+ (५, 6;) ४ 


72044 ( 0) | है ) है 


(ण' हिना 0), 0:०0, 
क्‍ रद (0००4) >> २0४ (००-०१; |/0)7>0, 7९४ (8 02; |)>| 2४ / |, /+- से #, 


री 0 3 
' (0४ (0) >-0, 00 तथा | 7४ ८ [<< मरा » जहाँ 0 (१'2) की भाँति है। 


प्रथम फल की उपपत्ति 


(]-]) में से मेलिन-बार्नीज समाकल के पदों में 2-फलन के मान समाकल्य, (2:) में 


रखने पर तथा समाकलन के क्रम को उलट देने पर, जो उपर्यक्त अवस्था में प्रक्रिया में निहित 
समाकलों की परम श्रभिसरणीयता के कारण वंध है 


। क्‍ 
77 7(6/-..४) 77 7(-०--०४) 
ता हा 


] कपल 
लत | 7 
// 2(१-४+/॥ ४) हा (4; --४| ४) 
+ा 


>ख्याकरत 











अं /24 


ञ | | अब्ल बना ीनरेधना | [77] (6; 6; 2) 7 (3.9) 20% (३.9) ८७४ ८). 


अब (-3) की सहायता से आन्तरिक द्गुण समाकल का मान ज्ञात करने पर वांछित फल प्राप्त 


होता है 4 


04. एम० एस० समर 


इसी प्रकार (-) तथा (-4) की सहायता से (2.2) का भी मान निकाला जा सकता है । 


3, विशिष्टट दशायें 


यदि (2-]) में ८----४. 4८5 0, | “70750, [--4| 554], (-- 55५, 0 स्स्‍एसा “न गा मत 9 तथा 
समस्त ४ तथा / इकाई हों तो (-6), (-7), (-9), (-9) तथा (]-] 0) का उपयोग करने पर, जब 
0 तथा ० धन पूर्णाक रहें, यह (:5) का रूप घारण कर लेता है। 


यदि समस्त ४* तथा /इकाई हों तो (3-4) 


| अक्षय आहत ८न० [का (4; 8; ०) 7 39) #५ (9) 
4 (0)2%- 
(का 





| 
दंड 4) 
॥। (8) कट 


7703 / 
6 , | &&० 9ऐ | 


72 / 
नर (।--०, ०), ( 5 णठ कक ठ? 
८2५ ' 
/2+06, (+3 


(8--6--०, ०), (--8, 2), 


े 29 98 ० है 9 मै 
7(4;, ।)/, का ], 3, (0--०, ०), (। शा ठ हे न 2 2 (८,, )# 


न 6; ४ 7) ५ ह > 
(3-2) 


यदि ४४४ (8--५) >> 2२४ (०-० ०)) >0, /--] से १४, 2९४ (0):->0, 7८ (० न० -,“)>०, 
48 (-०-5/) <४४ [8 +2(०;--)] <, ४७] से 7, ४8-४2) < (५ 7>0, 2>0, तथा [४8 <|<< कुक 
यदि ८८८0, #+-/5०5०२), )--०- ] » तो (3-2) निम्नांकित में परिणत हो जाता है : 


8 ६-३ »,|2-72 -(४+9) 6 ॥ ग्र 
कि है रॉ का ८ के 6) 09 [4 





| रन 4) 
2) 
7 (0;) ५ 
८+3 ॥ 
77 7#-.9, ६ [८ 





[-,, ! 7.4, का 
हि 


7 0 / ५ ( 3०3 ) 


यदि 22४ (५-००) >> 0, /--] से %, 7९४ (०-7 89)>0, 7९७ न्‍ 
| 5 ह (8 4,-- ] <, 2५-] से' ( ...... 2. ८ 
तथा | 68 ८ |<वुक्- कि । ह मल पड 


इसी प्रकार (2- पे ज ती हैं 
ड् ९ (5-2) की विशिष्ट दशायें भी प्राप्त की । सकती हैं । 
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कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० वी० सी० नायर का अत्यन्त आमारी है जिन्होंने इस शोधपत्र की तयारी में उचित 


मार्यदर्शन किया । 
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ब्राक्समा, बी० एल० जें०, (/07000$ )७/७॥४. 964, 5, 289-34] 

एडल्यी, ए०, ॥'७७]८३ 07 [शा८छ78। ':27507775, 954, भाग वा, मेकग्राहिल 
वही, .7387982ट2706९20% #फाटां०88$ 953, भाग 7, मकग्राहिल 

फाक्स सी०, ट्रांज्े ० अमे० मेथ० सोसा०, 96, 98, 395-429 
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सिंह, आर० पी०, प्रोसी० एडिनबरा संथ० सोसा०, 964-65, 4, 9 
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४०. 7, ०. 2, ४०7 |9/4, 798९६ 97-04 


अललपताक्‍ाकी, 


लास्बिक बहुपदियों से सम्बद्ध दो चरों के सार्वोक्ृत फलन 


भणिलाल शाह 
१३॥ शव हर > ५ भै 
णत घिमाग, पी० एम० बी० जी० साइंस कालेज, इंदौर 
ए्‌ शक 
[ प्राप्त---अप्रल 4, 972 | 
सारारश 
कि का कि के किए 6 20 ० गन ले लाम्विक गेगेनवों गे 
व श्रेणी का उपयोग करते हमे बहुबिस्यात लाम्बिक गेगेनवॉर बहुपदियों से सम्बद्ध दो चर 
वाले सार्वीकृत फान के लिये एक प्रग्गर प्रमेय बी स्थापना की गई है। साथ ही, इस प्रमेय॒ का उपयोग 
दर अण्कुए कक हि ॥१ १ ५ हा ४... ++०० ग' 0 6... #४ पुर || कक औंक॥... का श्र भर रत शक जज कल ल्‍्े ५ कि 
बरहुपदियों वी लामिएा, ता गुग को सहायता से एक समाकल का मान निकालने के लिये किया गया है । 
पं हे मै पक कक कु हक प।५ पु दल ने “न 7 गा पृष्ठ न पर (व 2 40 तक] 
मा विशिष्ट दशायें शात फलों के झूप में प्रदर्शित की गई ह€ । 
08॥723५९४ 

(9 हफआ-प5ददो| डीपशढ त05 ७ (७० एनपशॉज९25 टठाए९ाारवें छं ०एचिण्ड्णानों 
[एक फ्गाकाफ यह... 7) या 0, [00थ/तदाय 0ी (०४९०० ४०४, +. ४. छ. (5. 80८67०8 
(:0]|0९०, /3000'९:, 

४५७० लाश सलतर का। हरएबातरंणानीदकएओ 0िए हलादायाडटठ पिदाएणाड एी (४० 
एदापं)08 8802 वात ७) लेचडडंटघो.: छापी0छुणावो (८छुप्य2बपढा 9०फ्रग0फांब5 परशंप९ (6 
0७07 8दाव 6४... परापीएा, पंक (िएणाढा 488 9९९0 पर्वाशल्त (0 वएबॉफ्ड6 का इंच्ाठ8एव जात 
(6 ली ०७ 07070/800%9-[070]07%9 9 6 एणेए/ए०ग्रयंवा[3, 56एट/क) 9७छ७7॥ 27ते १270/८४० प8 
"(पी ॥98५9० 90०९७ ४॥0 ७7 धष एथाटप्रौक्षा' ८8568 0[ 0५० 700778$. 


. भूमिका : 


संकेत तथा परिभाषा 
शर्मा [(0), 99- 26-40] द्वारा दिये गये दो चरों वाले सार्वीक्ृत माइजर के ०-फलन को हम 


निम्न प्रकार से परिभाषित करते हैँ : 


| 


(६) 
| “| हा ४ | (०) (४, ] 
हि प््द्प १,.[72, //]  आ क कु #0(5, /) 25% 6 ६/ 


(0; (/) ह द (]-) 
श?ि 3 


जहाँ /.,, 7., उपयुक्त कंट्र हैं तथा 


! (८५) हक कर 
कक |। -“ (4/+] 4) “5-४, (०५) न + 


है _- [7 [-- (८८) 5) (44)-5, 7-- (८८) --#, ( ) --+ 5 ] | 
3 बा गा 4- (4.५3, 2) ४- (8) 7 6 2 “० (का ॥0) पी 


4>>, 2:>, 70>>, 77>; (0.2) 
0<#<€4, 0<4<6, 0<7€+, 0<#&<€#, 0 ८ [<(/7, 


इसमें से ४-0, »--0 मानों को निकाल दिया गया है । 


संक्षेपण की दृष्टि से संकेत (७) द्वारा 4-प्राचलों का सेट 4], ८५, ---, 4, और इसी प्रक्रार से 
संकेत (9), (0), (४), (४) तथा (/) द्वारा संगत सेट व्यक्त किये जावेंगे । 


संकेत (७.५) से 6.0, ०%+॥9 --. ४८५ तथा (७५) से (,,,) मान लिया गया है जब ऋ--] । 


में नहीं, 7! 4,838): गुण 4 [4७] [८,% ॥/0० (60 |. 
यहीं नहीं, ४ हा है | के द्वारा गुगनफल शाजा लाश जा व्यक्त होगा । 


द्विगुण कंटूर समाकल (-]) अभिसारी होगा यदि 


6) । >थपक-+०+2, |शड (0[<[#+9- 7-३(4--2- 2-0), 
4(0-%--7) 7०4 + 2-74 77, [2ीण8 (2)|<[#+#-/ “(4--2 --/४ 4 27) ]+#. 


खथयवा 


3. -+-०<झ8--7०, 4-+-828<+# -. /7, 
( वा 4-७७ +2, 4+2<-28--/7 जहाँ |४|<, | ॥<. 


अग्रवाल [(2), 9. 537] ने भी उपर्युक्त फलन की परिभाषा कुछ भिन्न रूप में दी है । 


प्रस्तुत शोधपत्र में ऐस्क्रे रिचर्ड की ज्ञात श्रेणी की र हायता से दो चरों वाले सार्वीकृृत माइजर 

फलन के लिए एक प्रसार सूत्र की स्थापना की गई है । इस प्रमेय तथा गेगेनबॉर बहुपदी के लामिब्रकता 

गुण का सदुपयोग करते हुये सार्वीक्ृत फलन तथा गेगेनबॉर बहुपदी के गुणनफल वाले एक समाकल का 

मान ज्ञात किया गया है। कई ज्ञात रोचक फल प्राप्त परिमाणों की विशिष्ट दशाओं के रूप में उदाहरण 
स्वरूप प्रस्तुत किये गए हैं। 


4. ज्ञात सम्बन्ध 


इस शोध पत्र में हमने निम्नांकित सम्बन्धों का व्यवहार किया है : 
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(५) हाल ही में ऐस्के रिचा्ड) ने निम्नांकित श्रेणी स्थापित की है 
(7 0)2/ ८, (००४ 0)-5 < 4.५, 6.0 (८००8 0) (४7 0)£ (2) 


जहाँ 4 %9 28-०१ 4 (६) (॥--2%--6) (४--2को! >(४--29) 2४ -- %-+- ८) 7 (४४ -- ६ --%) 
ग्रात] 72| 7//॥ ४ (») है (६ ओर फल बल जार ] फककटही 





जब न ८ 
तथा “07<%»<6, 4,७५0, तथा गेगेनबॉर बहुपदी 0०% (००४ ०)[(7), 9. 277, (7)] की 


परिभाषा जनक सम्बन्ध 


। है ॥। को रे 
(]--2/ ८०0५3 0 |-/*) 7१ -- दा ८. (००४ 0)£” द्वारा दी जाती है । (2-2) 


(2-]) की विशिष्ट दशायें : 


() £5-], मानने पर हमें जेगो/” द्वारा स्थापित सुप्रसिद्ध श्रेणी 


(आ0 0)१४- 67 (००४ 0) 2, ५ भं॥ (४+-2॥--)6, (2-3) 
गरस्‍ल फ ह 


प्राप्त होती है जहाँ 
»>0, »5], 2, ... तथा 
कि (॥- 0४)! 2 (॥४--2%)2"(%-»-+- 5) 
बड़... ०) /] का हा >(न॑-#रन॑-/9-+- 4) 
(४) इसमें ४०0, £:5! 'रखत तथा » के स्थान पर --5 रखने पर यह मैंकराबर्ट को 
ज्ञात फ्रियर श्रेणी में परिणत हो जाता है। 


4१/4' / (2--5) 2200. 
0) | ) ($ 9)7 हद (2-- 


ले 20 (27+-)0, 05:04, 20८(७) <#%.. (24) 
ं 





(0) गेगेनबॉर बहुपदी [(7), 9. 283, (37)] का एक प्रसार-प्रमेय 


(९८०05 0) <+ | 2)78 (928 22 ८08 (॥४--27॥7) 9. (400) 


| कनल्‍ल सन 
आब्यी 20 20% 8 ! 


(४) गेगेनबाँर बहुपदियों [(7), 9. 28!, (27) तथा (28)] के लिये लाम्बिक सम्बन्ध 
[ 0, यदि ४४८7 


प्र, है १५ न्‍ ) (2./)/2 (3) / (2/- ४) * 
[ ७०026 (०0 6७ (०००० ०४- ६ “हराकर 52. 2० 


[ यदि %5--४, तेथा 408 (५) >> -- १ 
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(४) लेगेण्ड़ का द्विगुणन सूत्र [(7), 9. 24, (2)] : 
द ५ग (४॥) 48४ 7(कऋ) 7 (4 2) . (2) 
3. प्रसार-प्रमेय तथा समाकल ््ि 
इस प्रनुमाग में दो चरों तथा गेगेनबॉर बहुपदियों के सार्वीकरत फलगों के लिये निम्नांकित दो सूत्र 


प्राप्त किये गए हैं । 
() जिस प्रसार-प्रमेय की स्थापना करनी है वह है : 
हु (८) 


[8०० |(2--६--78, | , (८), (॥४--2, 2), (८) 
); (2-&, ) शक 


25 (4+ -#+-2), (# «!) 


डी 6 
0. #०+90+०>9 [8७] 8 97 [(], ), (॥-| ॥॥-|-2, 
(0) 


(८); (/) 
2787 (६) (४-- श४ + है) (॥--20॥0) ! 4 (४ /) | / (॥ 4 ॥४ | 6 ८ (८08 0) (४7 0)58 
04202 5 ४ 


| गा >(आ-+ 2४% : 28 
(ध) 


पी ह (7६ -| [, . (6) ([ | ६, [), (। | 70; ) 
2) 

आ 0 008 36/00/0003 किक 
; ह 

पड (6) 


हल गज  **  #*औौ 
९00४ (॥४--- 20) 0 






| ) ( 77 ((+-:7+4 3) (/: :/) 
4, [6|-3, 7243], 8, [2,77 ] 





स|ःछ) 0 2) 


धन्6॒ ८ ! ४ 


यदि » तथा ० घन पूर्णांक 05:05 +# तथा 
6) [42 +947) >4नक--०+0,| शाह (0|<[#- 6474 | 6 | 20), 
[29(४--४--४) 7>>46-- 8 --/7-- /! | 378 (#% । <[/ | ४-|८-३ (:-4- ४2 | | 4) [करा 

अथवा 


या फिर 4--6-28--20, 4--#-2-/-/7 |&|<], | 9|<] के सहित । 


(7) जिस समाकल का मान निकाला जाना है वह है: 
(6)... 

०७४? (8३, ), (८) (7-+-४, 4), (7 -+- ॥, | ) 

ः मम 00 87 60767 

9 (6) क्‍ 

(2); (.) 





४ (-7४)६ ॥ 2 कक आ जे बहस 
0 


४ 0 7 ६! 4, [0+3, 77+3], 2, [£, 77] 
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970 0 ८08 (॥४--29)6 हे (०05 0) 40 -- 


जाली 


(०) 

7 (2--£--०,), (०),;(४--2, 2). (४), 
| ग्रान्‍(॥ |? | है) ,,(५व.74 9) (४.7) ऑक | । 
. ॥!०)! ५/(८) (४, [6. 98, 7248], 2, [72, 27] 897 (], 4), (४--०--2, [) (2-६, ) (3 है) 

(9) 
(८); (/ ) 





जहाँ 0<:05:+# तेंथा ४-0, ] ही 
उपपत्ति 


प्रसार-प्रोय (3.0) को स्थापित करने के लिये कंटूर सम।कल (:)) को (3-]) में बाई शोर 
५ हु हि 
(४ । हे के स्थान पर रखने पर हमें 


हि | ॥॥ -3)/0॥+2- 25027 ०८४ ४१ |: 


रे । ( /! -- न 3०४ 
५३ छलो*् 0५७ ४)$000  “ हत:7तछ 2-४ ५६-:]73) 5 6 


(2४ 8 /"(है। (४ | 2॥ | 6) / | 20) | 7४ ४/-- ६) ( 


॥ ॥! ॥४ | / (४-५ ४॥ | <6) ॥ | 20 (००5 6) (आ॥ 8)75 | (3-3) 


प्राप्त होता है जहाँ कंटूर /., +-तव में रहता हैं और --7०० से -| 7० तक अपने लूयों सहित विस्तृत रहता 
है और ग्रायए्यकता पड़ने पर श्राश्वस्त करता है कि 7((०,)-७] 7"७-2- 25) के पोल कंटूर के दाहिनी 
ओर तथा 7|[॥-- (6५) ४| २[(४५) । 5+], (६ |-॥४--१ +-४) के पोल बाई ओर पड़ेंगे । 

इसी प्रकार कंटर 7., /-तल में है श्रौर अपने लूपों सहित --7०० से -|४५० तक विस्तीर्ण रहता है 


ग्रौर आयश्यवाता पडने पर आश्वस्त करता है कि 7[(/)--7 के पोन कटूर के दाई आर तथा 
॥[]- («) | 7] तथा /([(७/)-| ४. /] के पोल बाई भ्रोर पड़गे । 


संकलन तथा समाकलन के क्रम में परिवतत करना [(3), 9. 500] तथा (3.)/ में कथित प्रति- 


बन्धों के आधार पर वबेध है अतः (2-)) के बल-पर ,»>-४ हूँने पर हम । 
]-.5 * 
है ; | | के (७-0) (3, /) ढाई ४ 8 ॥९ (धय्य 6)5-5 , (/,.._ (०05 0) ६58 ४४. (3'4) 
(८472) + / 2५] 4 7.७ ँ ' 


प्राप्त होता है । 


श्रव »रू57--४ के लिग्रे सम्बन्ध (2-5) का उपयोग करने पर तथा समाकलन और संकलन 
के क्रम को परिवर्तित करने पर यह निम्नांकित रूप में परिणत हो जाता है : 
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हा 58 सा | (8 -- ४2 
8]75 6 दर आज हि [५ | ५ (५ | ) ९४ (3, ४) ४ | ( ) 


4 (--72--5) 2" (४-- ] -73)/(४-- न मम 307 0], ' ण्ख्री १5 १६ 6५ ] का 
प्‌ ्‌ --3) हक |] --5) 8 का 2 -- ; --5) 577 20 (89०) ं का (0५ ( 20) 0 


जिसमें (3-] के दाईं ओर का वांछित व्यंजक प्राप्त होता है। 


() समाकल (3-2) का मान ज्ञात करने के लिये (3:) में दोनों ओर 6 8 (००४ 6) से 


गुणा करते हैं, दोनों पक्षों को 0 से + तक १ के प्रति सम।कलित करते हैं तब समाकल तथा संकलन के 
क्रम को उलट देने पर हमें निम्प्रांकित की प्राप्ति होती है 


(५) 
०. (0/(६+:7+9), (#:0) प (2-६ - ४४; /)9 (०)53 (४--2, 2), है 
हक 4/[0+53,0+9], 8) [8,#/] (0० (, , (४--४४--2, [) (2-8 !) 
(6) 
(८); (/) 


2 70 ७/2676) #+ 208! 76+ऋ-+-) (०... 
| 8 ॥7 /(४--2%-- 26) |! (अंग 6) 5६ 


(36) 








८... /॥ (८08 १) 2 (९08 0) 40 
(4) 
कद नबी 7 कह हो पर (४-न-, 4), (०),(४-!- 8, 4) (४-|-, ' 
0 मम कलाम असम कही आम हम (४--४--, [) 
/9 (४) 
(८) (/) 


अं१* 6 ०05 (४-20)6 ८7. , (००४6) ४8. 


॥7-+- 20 


(3-6) के बाई ओर (2: 0) तथा (2-7) सम्बन्धों का सम्प्रयोग करने पर (3-2) के दाईं ओर का 
वांद्धित व्यंजक प्राप्त होगा । 


“.. विशिष्ट दशायें 


£+5725-/--0 होने पर (]: !) में द्विगुण समाकल माइजर के दो 6-फलनों के गुणनफल [(4), 
7. <0, 7([)] में टूट जावेगा : 
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796 (6 है (५ ६ €& 
0०्ण (४) ग ० /(४) ) 


अतः (3-) तथा (3.2) में दोनों श्रोर 2 (8४९ .] को निरस्त करने पर 





रा १ | नि (्‌ १ 

फू ह। (( थ ! ) 
हक (।3, 7१ , 3 दा 
११ 





(£“]) 


(2-“£--7 ।), (०), (!, ), (॥-- 2, ] 
(४॥72, 2), (४), (2-६, | रे है 


267 28) ४/20- 6) 00! 7'(॥-7॥-+ है) (# (००४ 6) (अं० 0) 
० नल 77 (+॥५-25४ (08 8॥7) 


॥ | ॥2 | /(४--2॥-- 2६) 








_ 8 6 हो (70% टर/कक।7 / ०४४ 
ई०४५०५०५»५_ 2 प्र 


(-न, ), (०), (॥, ॥), (, ! 
(-7४, )), (--7 ), (४), जा, हे ९०8 (722- 22)0 








तथा 
हज 03.0) 0 
0 ही यो 0. ०28 आग 0(४--१, ), (४--, 4), (४), (४--४--१, ।) (4“2) 


ट 


आंत] + 0 ८05 (7--29)0 (५, (००३ 0) ०0 


मा हक 
73! ४! 22 (६) 


८ 7 | 23 (!' 0 


। 7 शि 
(/($, पु 4०4 





(2-- ६-०, ), (८), (, (५ (४ ०--2, ) 
(४4 2, 2), (४), (2--£, !) ) 


प्राप्त होगा जो प्रतिबन्ध 4:०2-/-0 के श्रन्तगंत सही उतरेंगे । 

विशिष्ट दशायें क्‍ 

(0) (4-]) तथा (4-2), में ४550, £5०००5०८-7, रखने पर हमें ज्ञात फल मिलेंगे [(5) तथा 
(8,] । 

() ज्ञात सम्बन्ध [(4), 7. 2!5, (?)] को दृष्टि में रखते हुए 


है| 
छः रे & 6 उ्२४( 8; 4,: 4; 0५: &) 


7 /+75 (0 44, +००३ 4 / 
जहां # मैकराबर्ट का & फलन है, मेकराबर्ट के £ फलनों के लिये ज्ञात फ्रियर श्रेणी [(6)] (4-) से 
प्राप्त की जा सकती है । 


प्रस्तुत शोध पत्र में स्थापित सूत्र व्यापक गृण वाले हैं अत: इनका उपयोग विशुद्ध तेथा सम्प्रयुक्त 
गणित और गणितीय मौतिकी की अनेक समस्याओं के विश्लेषण के लिये किया जा सकता है । 


04 


है आइइ 
हे 


96. मम का पल, की मर 5 


| आया 
का 


मशणिलाल शाह 
निर्देश 


एस्क्रे, रिचा्ड, प्रोसी० अमे० सेथ० सोसा!०, 065, 6(6), 9]-94. 
अग्रवाल, आर० पी०, प्रोसी० नेश० इंस्टीं० साइंस इंडिया, ।965, 388, 536-46, 
ब्रामत्नच, टी० जे० टी० ए०, फढ००ए ० [पविण:० 5०१०३, 026, भेकसिलन, लन्दन 


को रा “१ ध क .) रथ भ है ६ कतार के 
एड ल्थी, ए०, पाएाटााबाइटलावेाबों #97070705 ]953 भाग हे मकग्रा।हुल, स्यूपाक 


जैन, आर० एन०, मैथनेडटिका जे वेनिका, 966, 70, 0-5: 

मेकराब?र, टी० एम०, सेथ० ज०, ]96], 75, 79-82: 

रेनविले, ई० डी०, 906८98] प्र॥८(07$8, ।960, सेकमिलत कम्पनी, न्यूयांके 
रूपनारायण, (४07700900 २७४, ' 65, 77, 2, 49-5]. 


जेगो, जी ०, (070॥7080722] 90०ए॥07943, [933, अपम्े० सैथ० सोसा० कलोकियम पब्लि० भाग 
23, स्तयार्क 


शर्मा, बी० एल ०, /५7798]०5 6८ [५ 8००. 80. 0८ 3प5०08, 7005, 79, 26-40. 


४ ]7]373 ?3757309 /#&|)७5270॥]॥37॥ 7?23507/9 
४० 7, 40. 2, /97, ।974, ?०४०५ 05-][4 
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पी० डी० कठल 
गणित विभाग, शासकीय महविद्यालय, मण्डला 


[ प्राप्त--अक्टूबर 8, ]972 |] 
सारांश 


करमाता ने संकलनीयता की नवीन विधि #" परिभाषित की और »>0 के लिये उसकी 
नियमितता स्थापित की। विकोबिक ने इस विधि द्वारा फ्रियर श्रेणी की संकलनीयता की जांच के 
संदर्भ में निम्न परिणाम प्रकाशत किया :-- 

प्रमेय' 

यदि 


रह / 
५) (४) >> हज ।॒ 9 (-+- न () 


तत्र किसी आवर्ती फलन /(४) की जिसका आवतंकाल 2+ है और जो (-#, ») अन्तराल में लेबेग- 
संकलनीय है, फ्रियर श्रेणी £१(४-०0) संकलनीय होती है । 


लेखक ने उपर्युक्त प्रमेय का ब्यापकीकरण स्थापित करते समय पाया कि फूरियर श्रेणी के सन्दर्भ 
में संकलनीयता की क्षमता आंकने की दृष्टि के #(2-०0) विधि, संकलनीयता की वोरेल तथा 
हारमोतिक विधियों के समान आचरण करती है। अत: बोरेल और हारमोनिक विधियों के क्रमश: साहनी 
एवं लेखक तथा हिले एवं टेमरकित के परिणामों के सदृश्य, प्रस्तुत प्रपत्र में सिद्ध किया गया है कि :; 


प्रमेय: 


यदि, 


क (४) 5८ दर | $(४) | ८६०७-0० (४) , ४->0 


06 पी० डी० कठल 


तथा 


पता | 7... /207|[ (प७/ हि ४ हे जा हे! 


प्ारि० “॥77 ०098 #% 


- *झए (>>) ॥08 ॥ (--०08 /)) ८/७50 () 


जहाँ १<# एक अचर राशि है, तब/() की फूरियर श्रेणी 7--« बिन्दु पर ॥»१():००) संकलनीय 
होती है और उसका योग /(») के तुल्य होता है । 


3956४ ८६ 


0. 6७ए €एड९::०2३ ई07 8 की बएए4 9 डफाफावाडरए तछी एठप्राल॑एए डसातंटड,. 2) 
7. 49), 6009, (०0एटाप्राधाल्या! (0]28९, १/०70]8. 


ह्बक्शाबांब तेदीशलत पल #0 क्रालाप्तठ्वे ठी इफाणाबोजउए व9 995 बछाव 0४020॥579०0 465 
7687 0 ३0. ॥8 965, पफट८०ज८ फपाणांइ्र८त (० (00908 #68प70 0006००7०7९ 
(76 (८ 8 पागाप49]09 0 #0प्रया' 52८३ 99 ४8 7700: --- 


पछछठसश्छ४, 


(४) ++ 0 (६॥0) #-> +- 0 


(67 '6 #0ए्रपक् इटापंदइ३ 00 8 पिटायंता /8) रफॉटी 8 ए०705८ छाए कुलापंठते 2# 270 
[.,606दए९-ंप्र58790]6 0 6 फराल'एकवी (--#, गर), 78 डपा77799]0 (2०0). 

46 ब्रपाध0 गो द्ाबयजंगह 8 8०ाटाबइब्नांठप 0 7॥6 द्रॉउज०ए८ (०07ठ०० 008ल्‍-ए८त 
(80 ०07०टफ्रंफ8 पी इप्ाबाज धार 0 70पव॑द्त बट 28 # (३ 0) खाढाएठते 92०४ए८४ डंत्धा' 
(० 806] 270 फंबाताठफांट इपशाणवजऑफ माला008,.. 7 प्ा$ 4 02008 (० 70 7#68णॉ(३ 0० 
उा76ए बाप (6 बपा४07 गये सा]|6 ब्यवे पब्चणक्य। 69 83ल्‍ब] बाते िद्वाएाा0770 877 02५ 
7€896८0ए८2ए, (96 दण07 985 970ए८6 (४८ 0]0५7708 : 


उच्चडठएफऋए,. 


ल्‍्क 
ड़ 


०७) ३३ | | (४) | ४४-0०), ४/->--0 


बाद 
ध्ा 
७... 0-6 (कर्क [80४ (४ | 
हम | ग्रा/2५ 08 # हर _्ए्ए््"ए०७« ०ऊूए0 (+ैै 08 ४ (।-- 005 /) | ८/<-० (| है 


०/2४ ३<[क 28 ६ ८०005/677, 760 62 77 00076/ 42768 ० (0) ८६ /--०.४ 75 /:" (१००0) 3६॥7४॥4076 /0 ॥708 


5४777 (४) . 
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!. संकेत और परिभाषा 


अनन्त श्रणी ( <« जिसके आंशिक योगों का अतुक्रम (9) है, करमाता विधि २, ॥>0 


(4 27270409 (८४४०० &) द्वारा संकलनीय कहलाती है, यदि अनुक्रम 


| सा | | ग्रे 5 | () 





॥गेना 0 [ह/ 
गभिसारी हैं । 


८ न 7६ > बा म ५२४ ब हैं 
उपयुक्त परिभाषा में |,, | संख्याएँ प्रथम प्रकार की स्टारलिंग संख्याओं के निरपेक्ष मान हैं। इन 
संख्याप्रों को हम निम्न प्रकार से परिभाषित करते हैं :-- 


४(&- ) (४-2) ... (४-॥-- | ) -- ३ |] 57 (९2) 


77-0 [777 
जहाँ ४5-50, !, 2 «०3 2<5/0<॥ 
माना कि 


340 -॑- कद (6, ०05 ॥६ -- 0, धंप 7 ६) हट 
॥ न 


आवर्शी फलन /(४) की जिसका आवतंकाल 2# है और जो (-», था) अन्तराल में लेबेग-समकलनीय 
है, फ्रियर श्रेणी है। 


इस पूरे शोध पत्र में हम निम्नलिखित संकेतों का प्रयोग करेंगे:-- 
४(४) ज् (४+ ४) +./ (४-7) --2/ (४) 


एवं ०0) || | (०) | ०४ 
£. भूमिका 


करमाता!!। ने संकलनीयता की नवीन विधि #" परिभाषित की और )3>0 के लिये उप्तकी 
नियमितता स्थापित की। फूरियर श्रेणी की संकलनीयता की जाँच करने के लिये #५ विधियों का 
प्रनुप्रयोग सर्वप्रथम एग्न्यू/! ने किया, परंतु दुर्भाग्यवश वे कोई लाभकारी परिणाम नहीं निकाल सके । 
इसके विपरीत उन्होंने यह पाया कि किसी संतत फलन की फ्रियर श्रेणी “ विधि द्वारा भी संकलनीय 
नहीं है । »" विधियों की, फूरियर श्रेणियों की संकलनीयता स्थापित करने की क्षमता दर्शाने वाला प्रथम 
परिणाम विकोविक/» ने स्थापित किया । लेखक ने विकोविक के प्रमेय का व्यापकीकरण निम्न प्रमेय 


स्थापित करके किया है:-- 


: 08 पी० डी० कठल 
प्रमेय. (श्र):--यदि 
% () --0 (78) , जहाँ #>--0 (2:) 


है तब (-3) की फ्रियर श्रेणी, & बिन्दु पर, प्रत्येक )>0 मान के लिये, £" विधि द्वारा संकलनीय होती 
है और उसका योग /(») के तुल्य होता है । 


साहनी! श्रोर सिद्दिकी/ ते प्रतिबन्ध (2-]) के ही अन्तर्गत फ्रियर श्रेणी की क्रमशः बोरेल 
एवं हारमोनिक संकलनीयता स्थापित की है। फूरियर श्रेणी की संकलनीयता की क्षमता आंकने की 
दृष्टि से, सिहिकी और साहनी के प्रमेय #५ विधि तथा बोरेल और हारमोनिक विधियों की समानता की 
ओर इंगित करते हैं । इस दृष्टिकोण से जब हम हिले एवं टेमरकिन 2 तथा साहनी एवं लेखक 
के परिणामों को देखते हैं जितमें फ्रियर श्रेणो के अ्भिसरण की लेबेग-कसौटी के सदृश श्रतिबन्धों के 
भ्रन्तगंत क्रमश: हारमोनिक और बोरेल संकलनीयता स्थापित की गईं हैं, तो इन परिणामों के समतुल्य &* 
विधि के परिणाम की अपेक्षा करना स्वाभाविक है। भ्रत: इस शोध पत्र में लेखक ने निम्न प्रमेय॒ स्थापित 
किया हैः-- 





प्रमेय:--य दि 
% (()- 00), जब 7->-- 0 (22) 
एवं . 
९... 80) [- है न )| 
0 लत. ऊपून- श्ड्रछ (०) [08 /2 ( .... 20$ !) ) 4/<- 0 ( !) (5) 


२० ऋ/)५ 09 7 


जहाँ ॥< श्र एक अचर राशि है, तब फ्रियर श्रेणी (१:3), » बिन्दु पर, &), 0-0 संकलनीय होती है 
और उसका योग /(५) के तुल्य होता है । 


3. श्रमेय की उपपत्ति में हमें निम्नलिखित प्रमेथिकाओं की आवश्यकता होगी । 


प्रमेयिका-- ![5] 


यदि १-०0 झौर 0</<: तर तब ४ के लिये एक समान, 


| 20 (267 7579४ | +__ | 87 (ै 008 8 . आए !) (5370 (4 088 , ७7 ४) | 0/] 
7 2608 इनजओे | शंम बुक गम पुरे +0(4) 


जहाँ [५ अ्रधिकल्पित भाग दर्शाता है और ->#०० 


प्रसेयिका -- 2. 
यदि इ€०< 7] 


फ्रियर श्रेणी की करमाता संकलनीयता की नई कसौटी ]09 
और 
तो, 


५ (४) --0 (8), जब 7->--0 





25: ॥ (79 ]08 706 | 66) | [| छाए (2 ]08 # . आग #) [--| #४ (2) 08 # - /) |] 
स्ल् बरा -.-.....क्‍. ०८८ -----+- 0 
< कक [08४ | €डए (१ 08 ॥(4--०05 /) ॥ 4 





उपर्पत्ति-- द्वितीय मध्यमान प्रमेय से, 


(#/) 08 70% | 08) | [| 0 (08% - शंए 7) | -| शंग (है 08 ४ /) |] का 
रा | ७9०8 ४ दा ८50 ई(थ) 08 ४ - 877 #57४॥ 


] (कर ]08 799 | (४) | 
्ट आप है! बे का )्‌ ग्र/2५ 408 ४ ( 
है कि (2 कट 8 ५ आओ | ठप | | 


[| अंग (3 08 # - आंए् 3) [| भाग (२ 0०8 ४ - 7) |] ८ 


(7 [२५ (१9 ॥)५१ 
--0(]) | ि क्‍ ध 2 0608 ४ - 77) ॥॥। 
ब्रा/२५ 0|8 ॥४ 


८: 0[(08 ४)777% | 


. ((४।२५ [02 7): 
| [ (0४) | 6४ 


»“ ग्र) ६0.5 


न्य (08 ॥) 77५ 
++0(4) जब १ ०००: चूकि $ ४ ०<< 4., 
यह उपपत्ति को पूर्णो करता है । 
प्रमेयिका --3 
यदि 0<:०<! 


और 4 (/) --0(0), जब 7->+ 0 





| (ग्र/२५ ।08 796 


गा ५ +09 ?: 


/ (+जामुल । | 


० कफ जि 08% (--००5 ४) ] 


मा | , थे (> 08 8. 7) ८6०८0 


ल्डछ 2 [08 # | न ( “पाठक | | 


अननन+कक4 पलक नननननातनान 76 +। 
कै 2» 2तक कमा जे हनन “नम अाकमब जन 
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उपपत्ति-- 
का 
(ब/२५ 08 796 ९ (/+ / ।02 77 , [ लि नि 
है ) [08 ४ 6. / | 657 [१०8 ४ ([--८०५ /)| 
[ 
पा ता 
८5 | [058 # | .-- 005 [( हक हर 
५ द्रा है 
(ग/2५ [08 ४22 (न श 4082 ॥, । शा म !' ह | ध। 

आम 

(7/) 08 व) |  / ४८ 

02 ;//५ 8०६ ४ 

व्ड्र 2 [08 ४ . झंत हा 


'. ](7/९५ 08 ४0० 
++0(]) , इक | 


 -0(|), जब ॥->००, च्‌कि 0<.०<< ]. 


प्/२ ।02 ४ 


यह उपपत्ति को पूर्ण करता है । 
4. प्रमेय की उपपत्ति-- 


मान कि &,(»४), फूरियर श्रेणी (-3) का #वाँ प्रांशिक योग दर्शाता है, तब' 


5७७) -/७0 > ह जा तलबीही) 


87)॥] 4४ 


ओर माना कि ७» (०), फ्रियर श्रेणी के आंशिक योगों वे अनुक्रम (,७(४)) का करमाता 
रूपान्तर (') दर्शाता है। विकोविक// के अनुसार 


8५00-0० 90] . [_ 6(07५0) ७ 


ल्‍ ऐ 


| 
लजैन॑ओ - भंग वह 7 


(:2) के अनुप्रयोग से हम स्थापित कर सकते हैं कि, 


जहाँ, 


२५; ( () कु 


4(८// (१४४ (रहा ) | 


“॥(४) 2(3--7० . आग ३४ 
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निम्न गणना में 4, ४ और ४ से स्वतंत्र कोई श्रचर राशि दर्शाता है जिसके मान का प्रत्येक बार 
समान होना भ्रावश्यक नहीं है और 8 एक इस प्रकार की धनात्मक संख्या है कि, 0<0< 8 के लिये, 


| -- ८058 /> (डर [2, 


अब चूंकि, ०<7<श के लिये $(/) परिबद्ध है भौर 


(727 *५7-८०६४ 6) 


| कर 6) [६ - खत तुक्क | 








अतः: 
/ (2) | जज ) /27*५(-८०08 86) 
०2% ८६8 ९१ (/) 4 ४४६6) 46 | <€: 4 अंग तुकछ | 
 50(), जब #-+ ०८ 
इसलिये 
शो /' *0 ।!॒ 
|, (0)-/ ७) [८4 . | | #) 600) [ ४८+ 0(0), (->००) 
ग्रव चंकि 


| /6//॥/2 7"(068/ |. #) // (2७४४) | 4 | ॥, (267 
877] ४८ 870 ४ 


४) | +४ | 208 /'( ३४४ -- |) | 


जहाँ 2८४ वास्तविक भाग दर्शाता है, इसलिये हम पाते हैं कि 


4 (१ ८08 / + ॥ गा 
| | . 4 () 4-४) | के हु “44 (» ८05 #--#) 
अं ते 605 /]-8) - आए ३४... ७. 





और चूंकि, 0</<:6 के लिये, 


/ (१ ०08 /-|- /2) 
(#- 72) 


/- *५(7-८०8 ४) 


एज 


बस्ती ८ ५ा-८08 ४) | 08 # 
6. 6५ /3))५+ [08 8 
अतः 


थे ०0 (9(६ मा 7 /" 
[, ॥#0000 [#ब्द4 . | 0 9 (वन 0/70 ०४४४) | 


0 आए 26. ९०८० (१ 08 ४ - ([--८05 ४) ) 


के थे 
न | | ्क॑ (४) | ८€7(/3)/“ 468 # 0; 
0 


]9 पी० डी० कठल 


और चूँकि उपर्युक्त पद के दाहिने पक्ष के द्वितीय समाकल का मान 0 ([/4/(08 ४)) < 0(), जब ४-+ ०० 
है, अत: प्रमेयिका-] के अनुप्रयोग से अ्न्ततः हम पाते हैं कि जब #->००, 


के १ [9()| . | ञंत्र (3 08 # . आंत () | आज 
सिल एप ४+++८“- छा) 7 08 7(7-८०8 ४) //.. |! 
| 3, (४) -7) [<(4 . नह ल्श्र ००४ 0 ८6४-| 0() 


१०५६6) [आए >027 . भंग () | 

म्क औ ४ 'ड ब्क छोव्ूकझ ता ८58) 47९) (4") 
अब प्रमेय की सत्यता प्रमाणित करने के लिये (4-) के दाहिने पक्ष के समाकल का मान, -»०० के 
लिये 0() सिद्ध करना पर्याप्त है । 


साना कि 


ऐ (९(४) | | 8॥7 (2 ]08 # . आं7 /) 4; 


0 - ६5 (॥ 08 # (--605 ४) 


की प् [08 8४ कि !२१ 08 ४6 ः ] | ((/) | | ध (मे [08 # . ४7 (/)| 
0 7) 08 ॥ ॥7/2५ [08 ४)५ 6. €#४2ए [१ ]08 # (|--८०४ /) | का 
च्त्डी प्‌ 2 ५ ३ 
जहाँ १० <<३ है । 


अधिकल्पना के प्रतिबन्ध (2-2) से उपर्युक्त प्रथण समाकल 


हा + 880) | (भंण (0०28 ४०7) | 
बह 0 “अं ८59 (० 08 ४ (7-.. ८0५ ४) कक 
मा पा [68& ४४७४) | 06 . 02 ४) ८। 
“0 ॥ हे 


500००) | | ५७) | ७ 
>50(08 ४) . 0(॥08 72) 


>50(), जब ४-+ ००. 


"मध्य " (४ 
द्वितीय मध्य-मान प्रमेय और समाकल | (४४) | ४ क्री संत्तता से, (प्र ) 50 < 60 के लये 
५ 0 


5५० | 


के 


[6() |. [बात () [08 ४ 37 /) | 
0 ०8४ ० 8. कक छाग्ूक त-व्व)] 


84 


(॥08 ४) । 0५ की 
््खटाणआ्आणणणए--+--+---- >>... _..... ह | हे | | ृ 
है 408 # 


जग 


फ्रियर श्रेणी करमाता संकलनीयता की नई कसौटी ]9 


सा ([09 )८ 
हि कब को 


 ++0(]), जब #-> ००, चैकि «<:३ 
और अंत में, प्रमेयिका-2 के श्रनुप्रयोग से, 


2-2 | आड़ ०8 70० | ७6) | || झंत् (3 08 # . आए /) | 





ग्), ॥0०8 ४7 " व्ख्ए (08 8 (--०05 8) ) 
2 [ता क्‍08 ४4 [७ (॥) | | श7 (»028 ४ - 7) | कर 
ग्रा/2५ ]08 7 | ८50 () 08 ४ (--००५ ४) | 
__ हा 08 706 | $(7) |... | शंए्र (+ 68 ? . /) | डा 
#)५ [08 ४ 6... ८ह5ए (ने 408 ४ (4- ००05 ४)) 


[(7|2 08 ॥0०८-(४/१ 08 १9] | $(४--४/+ 098 ४) | 
ऐ हा (/+-क/ते 08 72%) 


| ४7 (» 08 १ . ४) | 


कम तह नज कर मर अर कील करपस 0: होना पबरशर+ / रद अमल लम लग -0(] 
९७७० [0 08 # (--८05 (#--#/२ै 708 2») ) ] की 
(7 |) 08 70० | $(४) |--| ४(४+ ॥४/) !08 ४) | [अंग (208 8 . 7) | _ 
ड़ »% |]0५७ / 6€#%[2 (5 08 |; ( [--०08 ) ) 
(7/) 08 ॥0% | 0 (६ + ग/रे ॥08 ४) | अप कमल नह जाम जलन कम 
रे 03685 | ्क [0 ॥08 ४ () - ००08 ॥) | 


९59 (2 [08 ॥४ | | -- ८058 (४ हक स्क | 


- | भंए (ने 708 # . 7) | ८/ 


मु 
टरनलानन्‍नन+नततो ,--काक 3५ क०३॥)०नककत७० ७५०० 


रत पुण्य आत्म तक हथ 


हे तल हम 6062 7 तय) 
4 क्र 
हर 233, 408 ;) 


॥ (7/2५ ]08 706 [$7+क्र/) ०2४) | 


न्+04 -- 092 + ०3 + 04), माना 


अब परिकल्पना (2-3) से 





- ८९5० (२ 08 ४ ([--००8 7)) ६/ 


०4 के 
हे * ४7५ 408 7४ 
न्‍+0(4), जब ४-+> ०० * 
375 


]4 पी० डोी० कठल 


और प्रमेयिका-3 से, 














इस लिये 
है हा शा [08 206 | ७ (6--#/) 08 ४?) | 
है जज अम8 हा 2 ( ] 
बह (३ 8, . #।2 ]08 ४ 6 (#-- ग्रा/नै 4092 | ८/-+ 0([) 
के 0] 
0 [हछु४००|7०) 


5 /6 जहाँ /१--> ०2; च्‌कि 0< ०< 7 
साध्य उपपन्न हुई । 
निर्देश 


4,. करमाता, जे ०, सेथामिटिका, ]935, 9, ] 64. 78 


2. एगन्य, झआर० पी०, सिचिगन मेथ० जर्त०, !057, 4, 05-5:8 

3. विकोविक, वी०, मथ० ज्ञेड, 965, 89, 02-]95 

4... कठल, पी० डी०, रिव्हि० मेट० यूनि० पारमा इटली, 969, (2) 70, 33-38 
5. साहनी, बी० एन०, बाल० यू० भेट० इटली, 96], (3)6, 44-47 

6. सिद्दिक्री, जे० ए०, प्रोसी० इन्डियन एके० साइन्स, [948, 288, 527-53] 

7. हिले, ई० तथा टेमरकिन, जे० डी०, टी० ए० एम० एस० ]932, 34, 757-783 


8. साहनी, बी० एन० तथा कठल, पी० डी०, कने० सेथ० बुले०, 969, 2 (5), 573-580 


४ [98॥3 ?०75॥936 /४7॥7४5३॥0॥37॥ ?9६7|८8 
४०. ।7, ४०. 2, &97॥, |974, ?०४०५ ।5-]]9 


अष्टि के रूप में बेटमेन के फलन वाले समाकल समीकरण का प्रतिलोमन 


एच० एल० गप्ता 
गणित विभाग, राजकीय इंजीरगियरिग कालेज, उज्जेस 


[ प्राप्त--अप्रेल 30, 973 ] 
सारांश 


लेप्लास परिवर्त की सहायता से अ्रष्टि के रूप में बेटमैन के फलन वाले एक समाकल समीकरण 
का प्रतिलीमन प्राप्त किया गया है । 


+3.0567'2 ८2 
फिएराडात्ा 6 कक संशाट्छुएनओों ९सूप:क्ा उंघधए0एशड छि90९फ्राथ्क्रोड चित्रट/ंठक 85 ऐं2 
पल्ण्ण्टो,. 27 लि. 4.. (09, >टफएुथशा0ण7 6 थन्दाटफजडा28, (ल्‍0एटाफराए9 ऊीशशएलट्लंगर 


(+0॥08०, ए[थां0. 


हवा हएएडो 2([पघञ०॥ ७ 340 0ाद्षा।8 एयट070 88 6 देय) ३5 साएट्ाट्त जाए 
(6० ॥0). ०06 ,0]0800 ("8॥5077॥) . 


!. भूसिका : 


रूसिया/ ने दिखाया है कि रामाकल समीऋकणण 


॥ 2ी५७+५ ((--०) ४ (५) ८४ (7) 5) 
) 
का हल द 
0] 9 +2 । :9 
(9 ठप] | #४ | (-शैशए - [(2+)//(०)] #%% (:2) 
(08 -" 4)! [0 
है यदि /(/) «६ 6%/3, 05:8< ०० तथा। / (0) >-/ (0) +#. .. व््य //0 (0) 50. 


भारतीय ते एक समाकल समीकरण का प्रविलोमन दिया है जिसमें सार्वीक्षत बेटमेन का फलत 


थीं 
“५४ (४/2) निहित है। 


6 एच० एल० गुप्ता 


इस टिप्पणी में समाकल समीकरण (-]) के प्रतिलोमन के लिये दो प्रमेय प्राप्त किये गये हैं । 
अ्मेय । को रूसिया” की अपेक्षा कम प्रतिबन्धों के अन्तर्गत परिभाषित किया गया हैं । प्रतिबन्धों के 
एक भिन्न सेट के साथ प्रारम्भ करके तथा इससे भी कम प्रतिबन्धों के अन्तर्गत प्रमेयः 2 प्राप्त किया गया 
है । उल्लेखनीय है कि इन प्रमेयों को भारतीय/श के प्रमेयों से व्यूत्पन्न नहीं क्रिया जा सकता। प्राप्त फलों 
का सम्प्रयोग कतिपय समाकलों का मान ज्ञात करने में किया गया है । 


2. उपपत्ति के लिये आवश्यक फल : 
लेप्लास परिवतें 
7(0)>२/0))5 | «४४/0) #, ##->0 को 


#(9) _ (0) . क्‍ (४-) 
द्वारा प्रदशित करेगें । 


एडल्यी [4,0. 29, 3, 9. 75, 9. 24, 9. 44] से हमें निम्नांकित की प्राप्ति होगी : 


9778) (० 6), यदि / (0) जय (0) 5 ... ४ 7 (0)50, (2-2) 
8७) - 2५6) | | /0(0/४/-०) ०६, (2-3) 
जहाँ £, (४) न्‍१ 0) तथा #,(७)5/(४) . 
(#-- )7/0--] )-४४-5८ /,, ( “ -2/), 70४ (/४--) 0, (2-4) 
2(--)7(8--)"(/ +) ४ :5# ५, ,५ (४), २०६४० --), (2-5) 
4 (४) - (?7+6)7/न्चाीरो , 677/, २९४४-०0, 7२९७7 --टिट्द (2-6) 
हमें बहुज्ञात फल 
(22-+-4)7 ./ (४) 5८ ४१४०९ (८४/ (४) 
आप्त है जहाँ छ्ड् (2-7) 
3. प्रमेय +* 
माना कि 


0) /'” 0) खण्डश: संतत है यदि 0<:/< ६<< ००, तथा 
(9) (0) 5४१ (0) 5४ (0) --0 


बेंटमेन के फलन वाले समाकल समीकरण का प्रतिलोमन ]7 
तो समाकल समीकरण (:) का हल 
20)5(-)%2 | ४४००८६/७-॥)) . [(0+)(0%-) ७0] & (3) 
होगा जहाँ 2255०/८४, तथा 7., लॉगेर बहुपदी है । 
उपपत्ति: समीकरण (-]) में (2:3) को व्यवहृत करने पर 
/ (0)50(/)6, (0), जहाँ ०७)०४() तथा 6, (४) -+,,,,() (3-2) 


(2-5) तथा (3-2) से हमें 


०७) (-7)% . पक 70) प्राप्त होगा । (33) 





पदों को पुनव्यंवस्थित करने पर | 
०(७)5(-१)02 . [(#<%)6 . (७-) 75 ग[(७१-) (#७+)70%)]. (3-4) 


(3-4) के दोनों पक्षों का व्यूत्कम लैप्लास परिवतं लेने पर तथा (22), (2:83) और (2-4) का 
सम्प्रयोग करने पर हमें समाकल समीकरण (-) का हल (3-]) के रूप में प्राप्त होगा । 


4. प्रमेय 2 : 
माना कि 
(7) ४ घन पूर्णाक है, 
() (४/४/)१(०४/(४)) खण्डश: संतत है जब 
0:</<6< 00५ 
तथा (70) /(0)-४7 (0) 0 
तो समाकल समीकरण (]-]) का हल 
8 (6) --(--)%2 . ८/(४/४)१७/७४)  (--)* | ४४-४७, 
. 7074 (2(४-/) - «भू (॥/७॥)% ४ (०)] ४४ (4-व) 
उपपत्ति : हम सम्बन्ध (3-3) को 


 ०(७)(-7)/2. [[+8/2/-]]" . [#/+)7(#)] के रूप में लिखते हैं । (4*2) 


]8 एच० एल० गुप्ता 
फल (2-6) का उपयोग करने पर यह सरलता से प्रदर्शित किया जा सकता है कि: 
कहना 


7३ 
(0+2#-) कट: [० 2 6, या | (4-3) 


सन | + [शर्ट (4, (--॥-: [22 2 200) 2 


() 
मम 


(4-2) तथा (4-3) से हमें 
(१) 
6(/)७5(-)%2 . 2 ((0+)%/()) +(-) "४2[7(2७५४,... (--4/)//- (44) 
- (((2+)59 (४))]: 
प्राप्त होगा जहाँ 22554. ६५. 
(2-2) ब्यूत्कम लेने तथा (4-4) में इसके सम्प्रयोग से (3:/) के ५काश में हमें (.) का हल 
(4. ]) के रूप में प्राप्त होता है । 
स्पष्ट है कि हमें 
8(0)--(--)%/2 [८४ (६/७/)१०४/(४)],..ढ प्राप्त हुआ्ना । 


5. सम्प्रयोग : इस अनुयाग में हम अपने प्रभेयों का उपयोग निम्नांकित समावालों का मान 
ज्ञात करने के लिये करंगे : 


; । प ; ; हे 

| ८-70 7, (2(४--॥)) - [(2--4) (22--) 67४ , छष/7]| धं॥+०॥४ (४ | ।)6//077, (3*]) 
अर (7) । 

| ४-४४) | [हा ६ /.,-] [2(४--१)) ६५४ ज्ञॉणाज , ढगतया। (६... (9"2) 

0 


उपपत्ति: हमें निम्तांकित तत्यमक ज्ञात है 





| पका 2] | । ] कि मान 20 । 2४42) | (5-3) 
कु आई ([छ-टाऋ| 5 कछ-७5)॥ | ५॥)४% 
(5.3) में (2-5) तथा (26) का सम्सयोग करने पर : 
स 2(--)४ 
50486 / लव ५ ४) या 7.(छक। , ४-॥१, (5-4) 


(5-4) में संवलन प्रमेय (2.3) का उपयोग करने पर 


2(--] )प 


“ 
४.५ ([-- ४) . ४४7! . ४४ ६६४>- -२--+> 
8 2४३४ (77 ४) न अर 8 (४-- 7 ) 


0) 2208 हि ८, (5-5) 


बेटमन के फलन वाले समाकल समीकरणा दी - तिगोेमनत ]9 


(5-5) की तुलना (-) से करने पर 


287 | 
४ (४) न ६४7 ८-४ तथा €(४) > ४! , ८४, 


(3-) तथा (4-) में क्रमश: /(/) तथा ४(/) के मान रखने तथा सरल करने पर हमें वांछित फल 
(5-]) और (5-2) की प्राप्ति होती है । 


कंतज्नता-ञ्ञापन 


लेखक गणित विभाग के प्रोफेसर डा० के० सी० रूसिया के प्रति अपना आभार प्रकट करता है 
जिन्होंने इस शोध पत्र की तैयारी में उचित मार्गदर्शन किया । 


निदंश 
!. विडर, डी० वी०, अमे० सेथ० झंजली, 063, 70 (साते,) 29]-0 3. 
2. रूसिया, के० सी०, प्रोंसी० मेश० एके० साइंस इंडिया, 967, 37(), 67-70 
४. भारतीय, पी० एल०, जर्न॑० इण्डियन, मेथ० सोसा०, न्यू सिरीज, 964, 28 (3-4) 
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सूक्ष्मजीवाणु संबंधी नाइट्रोजन-पौगकीकरण पर मोलिब्डनम तथा 
सिलीनियस का प्रभाव 
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रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


सारांश 


प्रयाग की मिट्टी से तीन विभिन्‍त आकार वाले बंक्टीरियों को पृथक किया गया जो वाइट्रेजन- 
यौगिकीकरण कर सकते हैं । उत पर मोलिब्डनम का प्रदाव देखने पर ज्ञात हुआ कि नाइट्रोजन यौगकी- 
करण की गति में बृद्धि होती है, परन्तु उपभुक्त कार्बन की दर में कोई विशेष परिवतंन 
नहीं होता । 


इन्हीं तीनों बेक- रियों के पोषण माध्यम में सिलीनियम की विभिन्न सान्द्रतायें डाल कर नाइट्रोजन- 
यौगिकीकररा पर प्रभाव देखा गया तो ज्ञात हुप्रा कि नाइट्रोजन-यौगिकीकरण तो बढ़ा ही, साथ ही उपयुक्त 
कार्बन की मात्रा मी मोलिब्डनम की अपेक्ष/ कुछ अधिक रही । यह क्रिया सिलीतियम ऑकक्‍्साइड की 
उच्च सान्द्रता पर ही अच्छी तरह होती है । 
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यह तथ्य हमें पहले से ही ज्ञात है कि धात्विक आ्रयन बहुत सी जीव-रासायनिक ग्रभिक्रियाओं में 


उत्प्रेरक के रूप में महत्वपूर्ण कार्य करते हैं । ये प्रयोग विशेष रूप से मिट॒टी और पौधों में होने वाली 
4९? 6 


]92 उषा जायसवाल तथा कृष्ण बहादुर 


जीव-रासायनिक अभिक्रियाश्रों पर क्रिये गये हैं। यह धात्विक आयन ऋणात्मक और छानात्मक दोनों 
प्रकार के उत्प्रेरक होते हैं । ह्वाज़ और डोई?! ने इसी विचार की पुष्टि के लिये बहुत सी धातुओं पर 
प्रयोग किये और निरीक्षण' करने के पश्चात्‌ बताया कि मोलिब्डनम, आयरन और केल्सियम की 
उपस्थिति में नाइट्रोजन-पौगिकीकरण को गति अधिक हो जाती है, परन्तु कोबाल्ट, कॉपर, 
बोरॉन, मेग्तीशियम, जिंक आदि के होने पर नाइट्रोजन-यौशियोकरगा पर कोई प्रभाव नहीं पड़ता । 
यही नहीं, टास्टव इस यौगिकीकरण में प्रभावशाली निरोधक भी है । 


इस लेख में हम सिलीनियम और मोलिब्डनम के उपयोग का विशेष झूप से उल्लेख करंगे । इन 
दोनों में से मोलिब्डनम का कृषि में महत्वपूर्ण स्थान है | अहितकर मिट्टी में रहने वाले सुक्ष्मजीवों 
को मोलिब्डनम विलक्षण प्रतिरोध शक्ति प्रदान करता है? और यही बलिष्ठ सुक्ष्मजीव मिट॒टी में रह 
कर नाइट्रोजन-पयौगिकीकरण में सहायता करते हैं और भूमि को उपजाऊ बनाते हैं । यही 
कारण है कि मोलिब्डतम का कृषि में एक प्रमुव स्थान है । कोबल्स्काई, लेट्यूनोगा और 
प्रिवोवस्काया 7 या ने ज्ञात किया कि ऐसे क्षेत्रों की मिट॒टी में से पृथक किये गये बैक्टीरिया 
जिसमें मोलिब्डतम की मात्रा कम है, मोलिब्डतम की अधिक मात्रा में भी प्रयोगशाला में हमे 
नाइट्रोजन-यं।गेकीकररण की वृद्धि नहीं कर सकते । परन्तु श्रधिक मो लिब्डनम के क्षेत्रों वाली मिट्टी से 
निकाले गये बैक्टीरिया उपयुक्त परिस्थितियों में नाइट्रोजन-प्रौगिकीकरण की गति बढ़ा देते । 
नाइट्रोजन-योगिकीकरण के अतिरिक्त अन्य जीव-रासायनिक अ्रपि क्रियाएं-जेसे-जन्धाइन ऑव्सीडेस, 
नाइट्रेट रिडक्टेत और ऐल्डीहाइड ऑक्सिडेस आदि में भी मोलिब्डतम इलेक्ट्रॉन के श्रावागमभन के द्वारा 
अभिक्रियाओं की गति बढ़ाने में सहायता करता है।/ । इस प्रकार मोलिब्डनम का जीव-रसायम में 
महत्वपूर्ण स्थान है । 


मिटटी में होने वाले जैविक नाइट्रोजत-यौगिकीकरण में गोलिब्डनम के महत्व का रैट्नर।* 
ने 964 में विस्तृत रूप से अध्ययत किया । कोबल्स्काई, लेट्यूनोबा और. अ्रिबोवस्काया 
ने ज्ञात किया कि एज़ोटोबैक्टर के ग्यारह विभेदों द्वारा मोलिव्डनमः का उच्चतम मात्रा में 
संचय होता है। मॉर्ट्सन, मॉरिस और जेंग ने क्लास्ट्रीडियम पेस्टयूरियानमभ ह्र,रा नाइट्रोजन- 
योगिकीकररण क्रिया में दो अवयव प्राप्त किये मोलिब्डो-फेरेडॉक्सिन और एजोफेरेडॉक्सिन । इसके 
गुणों और धात्विक संघटन का अध्ययन करते पर ज्ञात हुमा कि प्रत्येक मोलिब्डनम परमाणु 
के हिसाब से मोलिब्डनम फ़ेरेडॉक्सिन में एक परमाणु मंग्ती शियम का, बारह परमाणु आयरन के और 
तीन परमाणु सल्फाइड के होते हैं । 


सिलीनियम का प्रभाव इस लेख का मुख्य ध्येय है। अभी तक सिलीनियम 
में मिट॒टी के युक्ष्मजीवाण्रों द्वारा नाइट्रोजन-यौगिकीकरण का अध्ययन 
बराबर हुआ है। सिलोनियम का कृषिक एवं जैविक महत्व दर्शाने के 
प्रयोग की आधार शिला बना सकते है| 


ग्रायनों की उपस्थिति 
बहुत ही कम अथवा नहीं के 
लये निम्न निर्देश देकर अपने 


रासायनिक खाद ए 


े व॑ खनिज लवणों में सिलीनियम की उपस्थिति वेज्स।! ने ज्ञात की । 
उन्होंने यह भी बताया कि 


यूरिया खाद में अन्य खादों की अपेक्षा सिलीनियम की माता कम 
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होती है । हेडेगाड, फॉल्कोनी और कलेब्रों ने बताया कि कुछ पौधों (जैसे केन्डिडा एल्बीकन्स) में 
कृत्रिम माध्यम से सिलीतियम पौयों में समाविष्ट हो जाता है ब्रर्थात पेड़-पौधों को ,सिलीनियम 
की श्रावश्यकता होती है। आमीकीव, कोवल्स्काई और लेट्यूनोवा ने अनुशीलन कर यह दर्शाया कि 
मिट्टी में उपस्थित सिलीनियम झायनों का रूपान्तरण एवं संचयन फंजाई, बैक्टीरिया और यीस्ट के 
समान सूक्ष्मजीवों द्वारा होता है एवं इन जीवाणुओं की वृद्धि कम हो जाती है अर्थात्‌ [सिलीनियम 
मिट्टी के सूक्ष्मजीवों द्वारा प्रभावित हो जाता है । 


उपयुक्त निर्देशों के आधार पर हम यह कह सकते हैं किन केवल मोलिब्डनम अपितु सिलीनियम 
भी पौधों और मिट्टी में रहने वाले ग्रन्य सूक्ष्मजीवों में समाविष्ट होकर उनकी वृद्धि पर महत्वपूर्ण 
प्रभाव डाल सकता है । अच्छी फ़लल के लिये सिलीनियम का उपयोग मोलिब्डनम की भाँति कृत्रिम खाद 
में मिला कर किया जा सका है । 


ग्रत: हमने इस प्रथोत में प्रयाग की मिट्टी से कुछ बेक्टीरिया, जो नाइट्रोजनं-योगिकीकरण 
कर सकते हैं, प्रक किये एवं मोलब्डतम श्रौर सिदोनियम आायनों को श्रलग-अलग इन बेक्टीरियों के 
साथ मिला कर नाइट्रोजन-यौगिकीक रण पर प्रभाव देखते की चेष्टा की है । 


प्रयोग[त्मक 
प्रयोग में आने ब।ले निम्नलिखित <लियनों को काँच-आसुत जल में बनाया गया : 
(]) सोडिय्रम मो लिब्डेट.. 00968 ग्राम/लिटर (400 मामो) 


(2) सतिली नियम श्राक्साइड 0:044-4 ग्राम/लिटर (400 मामो) 


इन स्टॉक विलयनों में जन की परिकलित मात्रा सिला कर हमने 25, 80, 75, 00 मामो सानद्रता 
के विलयन तेय्यार कर लिए । 


संवर्धन अथवा पोषण माध्यम बनाने हेतु निम्न तीन विलयनों (व, वश झौर व$) की श्रावश्यकता 
विलयन वा: इसको बनाने के लिये सोडियम क्योराइड 0-2 ग्रा, मो लिब्डिक अम्ल 0:0] ग्रा० और 


फेरस सल्फेट 0:00] ग्रा को ]00 मिली जल में घोला गया । इस विलयन के पी-एच का मान 7.5 पर 
0-8 मो फॉस्फेट-बफ़र (पी-एच 7:6) की सहायता से समायोजित किया गया । 


बिलयन व. मेग्नीशियम सल्फेट 02 ग्रा और कल्सियम क्लोराइड 0-] ग्रा को 250 मिली जल 
में घोल कर यह विलयनत बनाया । 


विलयन व,: इस विलयन के बनाने हेतु 5 ग्रा. मैनिटॉल को उपयुक्त भिन्न-भिन्न सान्द्रता वाले 
धात्विक आयन विलयनों के 250 मिली में घोला गया। 
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अब विलयन व,, व, एवं व, का अलग-अलग जीवाणनाशन किया गया। इसके पश्चात्‌ उन्हें 
क्रमशः 2 : । : । के अनुपात में 00 मिली के शंक्‍्वाकार फ्लास्कों में जेबविष-शुन्य (3४८०४०८) विधि 
द्वारा सिलाया गया। अब यह संवर्धन अथवा पोषण. विलयतन बन गया । इन शंक्वाकार फ्लास्कों में रखे 
विलयनों को क्रियान्वित करने के लिये बैक्टीरिया डाले गये । यहाँ तीन' प्रकार के बेबटीरियों पर 
अलग-अलग प्रयोग किये गये । इन सूक्ष्मजीवों को प्रयाग की मिट॒टी से विलग' किया गया था और 
ये नाइट्रोजन-यौगिकीकरण कर सकते थे। इन बंक्टीरियों को 'क-जो बड़े-गगोलाकार अचल, 'ख'- 
जो छोटे-गोलाकार अचल और “ग'-जों दंडाकार अचल हैं, कहा गया । ये तीनों बैक्टीरिया एजोटोबेक्टर 
ग्रप की तीन विभिन्न जातियां हैं । इन बेक्टीरियों को 2 दिन की आयु वाला बना कर निवेशन के लिये 
0-2 मिली प्रत्येक प्रायोगिक (संवर्धक ) विलयतों में जो ऊपर तैय्यार किया जा चुका है, जेवविष-शन्य 
विधि द्वारा डाला गया। यह प्रयोग सांख्यिकीय विधि का है। 


निवेशन के अनन्तर सभी फ्लास्कों को 32“सें पर एक उष्मायित्र (इंक्यूबेटर) में 5 दिनों के 
लिये रख दिया गया । 5 दिनों बाद प्रत्येक संवर्धन या पोषण विलयन में से | मिली निकाल कर 
केल्डाल विधिएण द्वारा काबंन का आकलन कर लिया गया । नाइट्रोजज का आकलन भी इसी केल्डाल 
विधि“ द्वारा किया गया । निष्कासित श्रमो निया को 40% बोरिक अ्रम्ल विलयन में, जिसमें ठेशिरो 
का सूचक हो, शोषित कर लिया गया । टेशिरो का सूचक? बनाने के लिये 80 मिग्रा मेथिल रेड और 
2:0 मिग्रा मेथिल ब्लू लेकर 20 मिली परिशुद्ध ऐल्कोहल में घोल लिया [जाता है। अ्मोनिया की 
मात्रा को मानक सल्फ्यूरिक अम्ल द्वारा अनुमापन कर ज्ञात कर लिया गया । 


परिणाम तथा विवेचना 


चित्र ; में हम वे वक्र दे रहे हैं जिनका सम्बन्ध मोलिब्डनम के प्रभाव से है और चित्र 2 में वे 
वक्र हैं जिनका सम्बन्ध सिलीनियम के प्रमाव से है। प्रत्येक चित्र में तीन बैक्टीरियों द्वारा यौगिकी- 
करण प्रदर्शित किया गया है। ये वक्र उपयुक्त कार्बत की अपेक्षा से यौगिकीकृत नाइट्रोजन की मात्रा 
दशते हैं । वे प्रभाव पोषण माध्यम में ही देखें गये हैं । 


चित्र । में बक्टीरिया 'क' के वक़ से स्पष्ट है कि शिखर थिन्दू 75 मामो सान्द्रता वाले मोलिब्डनम 
पर है। मोलिब्डनम की सान्द्रता बढ़ाने पर इस शिखर बिन्दु के बाद वक्र शने: शनेः नीचे भुकने लगता है । 
इसका तात्पयं यह है कि (जेसा सारणी 7 से विदित है) कि बैक्टीरिया 'क' मोलिब्डनम की 
/> मामों सान्द्तता पर अधिकतम नाइट्रोजनीकरण करता है । बैक्टीरिया 'ख' के वक़ ने भी मोलिब्डनम 
की 75 मामो सान्द्रता पर नाइट्रोजन-पौ गिकीकरण का अपना शिखर विन्दू दर्शाया (परन्तु बेक्‍्टीरिया क' 
के वक्र से कुछ नीचे) श्रर्थात्‌ बेक्टीरिया 'ख' भी नाइट्रोजज की अधिकतम मात्रा 75 मामों पर 
योगिकीकररा करता है । मोलिब्डनम की साद्दरता बढ़ाने पर इस वैवटीरिया द्वारा भी नाइट्रोजन यौगिकी- 
करण की दर कम हो जाती है। बैक्टीरिया 'ग' का वक्र उपयु क्त वक्रों से भिन्न है। इस वक़् का उच्चतम 
शिखर मोलिव्डनम की उच्चतम सान्द्रता (!00 मामो) पर स्थित है श्रौर सान्द्रता के कम होने से वक्र 
भी भुकने लगता है। 


नाट्रोजन-यौ गिकीकरण ]25 


उपयु क्त परिणाम का आशय यह है कि कुछ बैक्टीरियाओं में मोल्ब्डिनम की सान्द्रता बहुत 


ध) द्रस्‍यु6 न 5शीललंटल क०006-775/8 
6. (6.7 - डशीकाल्थां 7707 - #70[/€ 
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तर नद मेड जिन न तर री आन डाल । /कदकन लक ल नर तट 2 मम नकत प “समन शव सिर लिए नम न्‍ मिशन मत नकल न कि शीट लक लक. । 
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चित्र । 
प्रधिक होने पर नाइट्रोजन-पौगिकीकरण की क्षमता कम हो जाती है और कुछ-बेक्टीरिया श्रधिक 
सान्द्रता पर भी नाइट्रोजन-योगिकीकरणा मली प्रकार कर सकते हैं । 


00 


इन्हीं तीनों बैक्टी रियों पर सिलीनियम पश्रायनों की उपस्थिति में भी नाइट्रोजन-गौगिकीकरण 
की गति पर प्रभाव हमने देखा । यह प्रभाव भी पोषण माध्यम में ही देखा गया । बेक्टी रिया का सिली- 
नियम ऑक्साइड की 00 मामो सार््रता पर उच्चतम शिखर दर्शाता है (चित्र 2) श्र्थात्‌ प्रयोग में 
श्राने वाली अन्य सार्द्रताओं की अपेक्षा 00 मामो सान्द्रता वाले सिलीनियम विलयनों में वेबटीरिया 


26. , उषा जायसवाल तथा #ष्ण बहादुर 


“का! नाइट्रोजन-पौगिकीकरण अच्छी तरह करता है। बैक्टीरिया ग' भी अपने आलेखित बक्र द्वारा यह 
दर्शाता है कि सिलीनियम में 00 मामो सान्द्रता पर नाइट्रोजन की अधिकतम मात्रा योगिकीकृत होती 
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चित्र 2 

है । बक्टीरिया 'ख' द्वारा सिलीनियम को 75 मामो सान्द्रता पर ताइट्रोजत की अधिकतम मात्रा योगिकीक्ृत 
होती है । सानद्रता को और अधिक बढ़ाने पर यौगिकीकृत नाइट्रोजनत की. मात्रा धीरे धोरे कम होने 
लगती है । 

सारणियों द्वारा भी यह ज्ञात होता है कि नाइट्रोजज यौगिकीक'रण की गति सिलीनियम की 
उपस्थिति में भी अ्रच्छी होती परन्तु मोलिब्डनम की अपेक्षा कुछ कम । इसके अतिरिक्त कार्बव की मात्रा 
का उपभोग सिलीनियम में मोलिब्डनम की अपेक्षा श्रधिक होता है । 


नाइट्रोजन-यौगिकीक रण [27 
सारगी 7 


बैक्टीरिया 'क' द्वारा यौगिकीकृत नाइट्रोजज और उपभुक्त कार्बन की मात्रा (पी-एच 75 वाले 


पोषण माध्यम के मिली लीटर में, जिसमें सोडियम मोलिब्डेट की विभिन्न सारद्रतायें हैं) 


मामो >-माइक्रोमोलर, माग्रा >"माइक्रोग्राम, मिग्रा5”मिलीग्राम, ग्रा>-ग्र।स 


धात्विक आरायनों की 
सारद्रता-मामो में 


यौगिकोक्ृत नाइट्रोजन की 
सात्रा-माग्रा में 


उपभृक्त कार्बन की 
मात्रा-मिग्रा में 


योगिकीकृत नाइट्रोजन की 
मात्रा (मिग्रा०) प्रति 
उपभक्त काबन को मात्रा 


(ग्रा) 
0 40*-6 00204 2-:64 
-- 4"400) -- 0233 
25 476 203 23०42 
-- "4()() -- 0205 
50 #9*-8 284 28:06 
:- 2800 -- 0227 
/8 86:68 280 30-:9] 
>> "7]8 “>0:3]5 
]00 90*4 2-8] 7-89 
-|.2'50 -- 0976 


सारणी 2 


बेक्टी रिया 'ख' द्वारा यौगिकोकृत नाइट्रीजत और उपभुक्त कार्बन की मात्रा (पीएच 7-5वाले 
पोषण माध्यम के ! मिलीलीटर में, जिसमें सोडियम मोलिब्डेट की विभिन्न सान्द्रतायें हैं) 


धात्विक श्रायनों की 
सान्द्रतान ममो में 


योगिकीकृत नाइट्रोजन 
की मात्रा-माग्रा में 


उपभुक्त कार्बत की 
मात्रा-मिग्ना में 


यौगिक्रीकृत नाइट्रोजन की 


मात्रा (भिग्रा) प्रति उप- 
भक्त कार्बत की मात्रा 


(ग्रा) 

0 32-29 4-0] 8-02 
-]-7]5 >-0-29] 

25 40-6 4-49 9-6 
-!- -400 >- 0272 

50 72-8 5-49 ]3-43 
>--7[5 --0-2692 

75 77-8 4-43 7-98 
>-2-800 -- 0-247 

00 5-8 5-20 9-95 
_- 75 >-0-254 


28 


धात्विक आयनों की यौगिकीकृत नाइट्रोजन की 
सान्द्रता-मामो में 


0 


4 


50 


73 


00 


सारणी 3 


बेक्टीरिया 'ग' द्वारा यौगिकीकृत नाइट्रोजन और उपभुक्त कार्बन की मात्रा (पी-एच 755 
वाले पोषण माध्यम के ) मिलीलीटर में, जिसमें सोडियम मोलिब्डेट की विभिन्न सान्द्रतायें हैं) 


मात्रा-माग्रा में 


29.4 
_-- *400 
42-() 
_-2*225 
7]-4 
-- ['400 
50:4 
--2:69 
79-8 


सारणी 4 


उषा जायसवाल तथा ऋष्ण बहादुर 


उपभुक्त कार्बन की 
मात्रा-भिग्रा में 


4-02 
->0-225 
4-93 
>--0-24 
6-02 
_-0-29 
>-0-8] 
3-02 
--0-69 


यौगिकीक नाइट्रोजन की 
मात्रा (मिग्रा) प्रति 
उपभुक्त कार्बन की सात्रा 
(ग्रा० ) 
7-3] 


8-5] 
]-05 
]4-66 


26-4% 


बैक्टीरिया 'क' द्वारा यौगिकीकृत नाइट्रोजज और उपयुक्त कार्बत की मात्रा (4 75 वाले पोषण 

माध्यम के । मिली लीटर में, जिसमें घिलीनियम ग्राक्साइड की विभिन्न सान्द्रतायें हैं ) । 
मामोत-माइक्रो मोलर, माग्रा--माइक्रो ग्राम, मिग्रान्‍-मिली ग्राम, सा० गु०-८सांख्यिबीय गुणांक, 

औ० विच०--औसत विचलन 


घात्विक आयनों की 
सान्द्रता-मामों में 


0 


48) 


30 


/3 


00 


यौगिकीकृत नाइट्रोजन 
वी मात्रा-माग्रा में 


02.2, 
-: ['852 
54-8 
--"/75 
406 
-- [ 400 
30-4 

-- “400 
44 

-- 7*400 


उपयुक्त कार्बन की 
मात्रा- मिग्रा में 


39-68 
-- 0-83 
8-02 
-..0-4.98 
8-84 
-- 0489 
6-88 
-_ 0-484. 
7-03 
-- 0495 


योगिकीकृत नाइट्रोजन 
बने मात्रा (भिम्रा) प्रति उप- 
युक्त कार्बन की मात्रा (प्रा) 


8-/4. 


046 


4329 


/*33 


0:6 


नाट्रोजत यौगिकीकरण [22% 


सारणी 5 
बेक्टी रिया-ख' द्वारा यौगिकीकृत नाइट्रोजन और उपभुक्‍त कार्बन की मात्रा (पी-एच 7-5 वाले पोषण 
माध्यम के + मिली लीटर में, जिसमें सिलीनियम आक्साइड की विभिन्न साद्वतायें हैं ) 
मार्मोज-माइक्रो मोलर, माग्रा"-माइक्रो ग्राम, मिग्रा--मिली ग्राम, ग्रा--मग्राम, 
सा०गु० >-सांख्यिकोय गुणांक, औ० विच० --औसत विचलन 


घात्विक आयनों की. यौगिकीकृत नाइट्रोजन... उपभुक्त काबे॑न की योगिकीकृत नाइट्रोजन की 


सान्द्रता-मामो में वी मात्रा-माग्रा में मावामिय्रो मी. 7 (मिग्ना) प्रति उपभुकत 
कार्बेत की मात्रा (ग्रा) 

0 22-4 5-7 4-93 
>5 [392 --0*643 

25 354-8 5.04. ]0:28 
2083, --0-636 

30 7-4 6-29 -35 
“-2"400 + 0-490 

75 79-8 5-07 5-74 
--2'800 -- 0458 

00 88 5-86 0-:03 
--2-800 --0-598 

सारणी 6 


बैक्टी रिया-'ग' द्वारा यौगिक्रीकृत ताइट्रोजत और उपभुकत कार्बन की मात्रा (पी-एच 75 वाले 
पोषण माध्यम के ! मिली लीटर में, जिसमें सिलीनियम आक्साइड की विभिन्न सान्द्रतायें हैं ) 


घात्विक आयनों की 
सान्द्रता-मामो में 


यौगिकीकृत नाइट्रोजज की उपभुकत कार्बन को 


मात्रा-माग्रा में मात्रा-मिग्रा में 


यौगिकीकृत नाइट्रोजन की 
मात्रा (मिग्रा) प्रति उपभुकत 
कार्बन की मात्रा (प्रा) 


0 43 4 5-7 8-39 
-! ]-400 _>!- 0-48] 
95 58-8 4-62 2-78 
_.]-7]5 --0:75] 
50 43 4 7-3] "६ 
-- -400 --0-442 
75 »7-8 3-53 0-7] 
-[-]-7]5 -[-0-492 
00 7]-4 5-69. 2-55 
-[-]-400 _- 0-580॥ 
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सड़क निघर्षण स्तर में तारकोल-बाल मिश्रण का उपयोग 


रमाशंकर शुक्ल तथा दूनीराम आर्य 
सड़क श्रनुसंधान संस्थान, नई दिल्‍ली 


| प्राप्त--नवम्बर 28, 973 ] 
सारांश 


प्रकृति में पाई जाने बाली प्रत्येक बालू को तारकोल/डामर तथा पूरक द्वारा संशोधित करके 
प्रायः निधर्षण स्तर में प्रयोग में लाया जाता है। प्रक पदार्थ प्राय: सीमेन्ट अथवा चूना होता है जो 
महँगा है। कई प्रकार की महीत बालू के वर्गीकरण से यह देखा गया है क्रि उनमें पूरक की समुचित 
मात्रा पिल्ट के रूप में विद्यमान रहती है अतण॒ुव यदि मोटी और महीन वालू को एक निश्चित मात्रा 
में मिलाकर उसे डामर अबबा तारकोन द्रारा संशोधित कर दिया जाय तो वह निवर्षण स्तर पर पड़ने 
वाले भार को बहन करने के सक्षम हो जाती है और इस प्रकार सड़क निर्माण की लागत में भी कमी 
ग्रा' जाती है । 


09832. 0६ 


४४९ ० 5०वें "गा एयांडप्राएटड 40 ए९नंशए 207752.,. 29 रि. 5. 50पंट9 870 30. 7१. 
20998, रिठ्यते (९८३४८४४८) /7058070प०, ४०७ ॥06।0. 


जिला बाते एप इच्चाते बश्शोबा6 खा प्रदापाड 8 पढटते ग धर छाए ०0प78८ 09 
पण]०णं78 [0 एप पाल 45607 6 0 छएव (द/97ए7760.. 7ग्मोठट शिक्षा खाधं॑दशनों छग्मादा 
8 लाल टढ्फादया: 07 सि6, 78 दवा ९४9 णाडए्ट गरबाल्ानों,. पद श6ए6 बार फ्आ5 0 70279 88705 
728 #९एटबोटव थी: ग गीला उणीलछंटा: तृपबात॥ए ७ गिल खब्याटापब 78 2ए१20]6 37 ६९ 
लिप 06 90, 7 8 20878९ 70वें 8 06 उदगते ३8 फछल्यविटठ 0 8 वेदफा€ छ70907707 वातें 
॥77970ए८त छाप ए९ बवताएठण ता जञाप्रायादा वा, ये. दबा एढएए छटदों] जापरग्णते एड फ्थाीी6 
[0206.. 28४०0 3 टच] ९९००7०फाउए पऐीए 7084 00787प८607 ६0 8 ८0% त6०७7०]6 €झाल्या . 


पत्थर शताब्दियों से सड़क निर्माण की मुख्य सामग्री के रूप में प्रयुक्त होता रहा है। आज भी 
प्रत्येक सड़का का' 98 प्रतिशत मार पत्थर शाही द्वारा ही बनाया जाता है। यद्यपि पूर्णतया पत्थर के 
स्थान पर डामर-पत्थर मिश्रण धीरे-घीरे भ्रपता रथान बनाता जा रहा है है परन्तु देश के विस्तृत भवन 
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निर्माण तथा सड़क निर्माण कार्यक्रम को देखते हुए ऐसा प्रतीत होने लगा है कि शायद भविष्य में सड़क 
निर्माण के लिये पत्थर उपलब्ध न हो सके । इसके अतिरिक्त गंगा-यमुना के द्वाबे तथा राजस्थान के 
रेगिस्तान में, जहाँ पत्थर का सर्वदा जमाव रहा है, यदि बाल को उपयोग में लाथा जाय तो सड़क निर्माण 
में काफी मितव्ययता लाई जा सकती है । 


साधारणतया डामर अ्रथवा तारको ल-बालू मिश्रण प्रत्येक तह में (अश्रध:प्राधार स्तर, श्राधार 
स्तर तथा निघर्ष ण॒ स्तर ) प्रयोग में लाये जा सकते हैं परन्तु निधषंण स्तर में इसका उपयोग एक 
महत्वपूर्ण उपलब्धि है। इसके लिये इसमें कुछ विशेष आवश्यक णुरा हैं: 


हव्वार्ड फील्ड स्थायित्त. 200 पौण्ड निम्नतम 


रिक्ति ]0-78 ९ 


यद्यपि प्रयोगों द्वारा यह सिद्ध हो चुका है कि जहाँ रिक्ति को भूमिका उतनी आवश्यक नहीं है 
जितनी कि स्थायित्व की, प्रकृति में पाई जाने वाली प्रत्येक बालू में रिक्ति की मात्रा 25-35 प्रतिशत तक 
होती है । डामर या तारकोल-बालू मिश्रण में उपयुक्त स्थायित्व तथा रिक्त प्राप्त करने के लिए पूरक 
का प्रयोग किया जाता है जो या तो सीमेन्ट या फिर चूना होता है । ये दोनों ही महँगे पदार्थ है श्रतएव 
यदि इनकी मात्रा कम कर दी जाय या इन्हें बिल्कुल प्रयोग में न लाया जाय तो सड़क निर्माण की 
लागत में काफी कमी को जा सकती है । 


प्रकृति में पाई जाने वाली प्रत्येक बालू में पूरक की काफी मात्रा सिल्ट के रूप में विद्यमान रहती 
है । रायफर” ते सिद्ध कर दिया है कि यदि बालू का वर्गीकरण एक निश्चित प्रकार का कर दिया जाय 
तो वह निधर्षण स्तर के भार को वहन करने के सक्षम होता है । अतएव यदि महीन तथा मोदी बा ल्‌ 
को इस प्रकार मिलाया जाय कि रायफर के वर्गीकरण की पुष्टि कर सके तो उससे स्थायित्व तथा 
पूरक दोनों ही प्राप्त हो जाते हैं औ्लौर इस प्रकार पूरक की आवश्यकता नहीं पड़ेगी । 


प्रस्तुत लेख में मोटी तथा महीन बालू को मिलाकर निषघर्षण स्तर के योग्य बनाने पर बल 
दिया गया है तथा पूरक की मात्रा को महीन बालू से प्राप्त किया है । 


प्रयोगात्मक 


तीन प्रकार की बालू-अर्थात्‌ नदी बालू (जमुना बालू), खनिज बालू (बदस्पुर बाल) तथा 
कृत्रिम बालू का चलनी द्वारा वर्गीकरण किया गया (सारिणी !) । इसके बाद उसमें विभिन्न प्रतिशत 
में डामर मिला कर लगभग 70,000 पौण्ड का प्रतिबल देकर उससे 2” व्यास तथा 7 मोटे गोल 
चकक्‍्के बना लिये गये । उन चक्‍कों को 24 घण्टे तक ठण्डा करने के बाद आकिमिडिज् सिद्धान्त द्वारा 
उनका घनत्व ज्ञात किया गया और फिर उनका रिक्ति विश्लेषण किया गया । इसके बाद उन्हें लगभग 
: 2 घण्टे तक डे2। से० पर रखकर 2“ प्रति मिनट की विक्ृति पर उनका स्थायित्व ज्ञात किया गया 
(सारिणी 2) । 
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सारिणी 7 
बालू वर्गीकरण 
चलती नं० खनिज बाल रायफर 
हे नदी बालू कृत्रिम बालू 
]0 मि० मी० 82५ क्‍ कर 00 शा 
480 00 हा 97 00 
200 93 लिन 80 90-00 
40 96 00 5] 40-85 
20 5 50 27 ]0-40 
8 के 7*5 [0 0-8 
सारिणी 2 
इष्टतम' तारकोल पर बालू /तारकोल मिश्रश के गुण 
बी गुण नदी बालू खनिज वालू कृत्रिम बलू 
संख्या 
.स्थायित्व, ह॒व्वार्ड फील्ड (पौण्ड). 709 262 2240 
2. रिक्ति % 2754 8:2 4*6 
3. रिक्ति मरण, तारकोल द्वारा % 290 42-5 54-09 
4... बालू रिक्ति % 38-5 3]-6 26-6 
5. भार प्रति घनपौण्ड फुट ]2-8 22-6 [382०7 


इसके बाद दो प्रकार की बालुओं को इस प्रकार मिलाया गया त/कि रायफर के वर्गीकरण 
की पुष्टि हो सके । विभिन्न प्रकार की बालुओं के मिश्रण अनुपात इस प्रकार हैं : 


खनिज बाल : नदी बालू (30 : 70) 
खनिज बाल : क्षत्रिम बालू (70 : 30) 
कृत्रिम बाल : नदी बालू (50 : 50) 


अनुपात ज्ञात करने के पश्चात्‌ इनमें विभिन्न मात्रा में डामर मिलाकर उपर्युक्त विधि से उनका 
रिक्ति तथा स्थायित्व ज्ञात किया गया (सारिणी 4) । 
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सारिणी 3 
मिश्रित बालू का वर्गीकरण 


कृत्रिम/खनिज बालू क्रत्रिम/नदी बालू खनिज/नदी बालू 


अर (30 : 70) (50 : 80) (30:70) कई: 
480 400 द 00 ]00 00 
200 89 90 98 90-00 
40 40 /ऊ 8] 40-85 
20 2 39 37 0-40 
8 4 8 6 0-8 
सारिणो £ 
इष्टतम तारकोल पर मिश्चित बालू के गुण 
5. ८ ४ 305 7२५४ 
!,.. स्थायित्व, हव्वार्ड फील्ड पौण्ड 628 206 785 
2. रिक्ति ९ 5*9 4204 ]6-5 
$. रिक्ति भरण %, तारकोल द्वारा 47-2 36-4. 48-] 
4... रिक्‍ेत बालू में प्रतिशत 29-5 38% 3*8 
5. भार प्रति घन फुट 26:6 ]7-9 26-0 
विवेचना 


सारिणी 4 से विदित होता है कि जहाँ नदी बालू एक ही आकार के कण वाली बाल है, खनिज 
बालू तथा कृत्रिम दालू वर्गीकृत बालू है परन्तु खनिज वालू रायफर के वर्गीकरण की उतनी तुष्टि नहीं 
करती जितनी कि कृत्रिम बालू । इसका प्रभाव सारिणी < में स्पष्ट रूप से देखा जा सकता है । स्थायित्व 
मात्रा की तुलना से पता चलता है कि कृत्रिम बालू इन तीनों में सर्वोत्तम है और इसका प्रयोग बिना 
किसी परिवर्तन के निधर्षण स्तर पर किया जा सकता है। नदी बालू तथा खनिज बालू को संशोधित 
किये बिना प्रयोग में नहीं लाया जा स- ता । 


चूँकि प्रकृति में कृत्रिम बालू उतनी प्रचुरता से उपलब्ध नहीं है भ्रतएवं यदि भ्रन्‍्य दो प्राकृतिक 
बालुओं को मिश्रित करके उनको वर्गीक्षत कर दिया जाय तो बिना किसी पूरक की आवश्यकता के उन्हें 
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निषघर्षण स्तर के योग्य बनाथा जा सकता है । सारिणी 3 में इस प्रकार के मिश्रण के अनुपात दिये गये 
हैं जो एक प्रकार से रायफर को निम्वतम तथा उच्चतम सीमा की तुष्टि करते हैं। सारिणी में 

मिश्रित बालू /डामर के गुण दिये गये हैं। इनमें खनिज बालू तथा नदी बालू मिश्रण को छोड़कर श्रन्य 
दो मिश्रण स्थायित्व तथा रिक्ति दोनों की तुष्टि करते हैं । खनिज बालू /नदी बालू मिश्रण में रिवित को 


मात्रा श्रावश्यकता से कुछ अधिक है परन्तु स्थायित्व आवश्यकता से काफी अधिक है अतएव इसे भी 
निष्रषंण स्तर पर सफलतापूर्वक' व्यवहार में लाथा जा सकता है । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक, सड़क भ्नुसंघान संस्थान के निर्देशक के आभारी हैं जिन्होंने इस शोध पत्र को प्रकाशित 
कराने की अनुमति दी । 


निर्देश 


]. आलवनि रायफर, स्राह)एबए 7०४८४०८०४ 20279 >8णाठलांग ऐर०. 88, १४३४४ंग8007 42.0. 


2. स्वामी, एस० ए० तथा रत्नम, एस० बी०, उगतांब्य हि०308 (0787685, रिटडटब ० कैजीटाफ 
0. 09, ]9064. 
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6-फलनों से प्त-फलनों सें रूपान्तरण 


बोी० एम्म० अग्रलाल तथा बी० एम० सिहल 
गणित विभाग, राजकीय विज्ञान महाविद्यालय, ग्वालियर 
[ प्राप्त--तवम्बर ]4, 973 |] 
सारांश 
इस शोधपत्र में ४-फलनों का ४2-फलनों में रूपान्तरण सम्पन्न किया गया है । 
3.05 ८४ 


0. ईए2:5/0%709007 7000 (७ फिटंठए5 ६४० पर कि्िट॑त्छड, 29 3. 0४. 5847० 
बाते 5. ७. छग्रडत), सबतादगरबा65 ॥8क0077600, (४0ए९०श0670 526४8०6 0णा68०, "णक्षाए:- 


गण गांड एथशए2०ए 8 ए7४ग्राक्ा060 फिएा (८! फिलाा075 [], 9. 206] (० (् णियिलाणा$ 
[2, 9. 408] ॥98 06९7 ०07४०४7८०. 


. प्रस्तुत शोधपत्र में ८-फलनों को #-फलनों में रूपान्तरित किया है । साथ ही इसके प्रयोग 
द्वारा हमने 6-फलन वाले विख्यात समाकलों से 7-फलन वाले कतिपय समाकल प्राप्त किये हैं । 


2 (5 (८, ८7); 7 ) को हम' 
2? 


3 (८4५ ०१); ४) 2 (4,५ 2 (/3(०/५ ५०५) 3 7५) 
के रूप में परिभाषित करते हैं जहाँ 
6 4 -+- ! दा न- 6५“? 


२ (८]५ ०4) ल्ल्ल ० *। कु "००9 > अं हा ] 


उपपत्ति ने निम्नांकित सूत्रों को आवश्यकता होगी जिन्हें लेगेंड्र द्विगुणन सूत्र [3 9. 26] द्वारा 
सरलता से सिद्ध किया जा सकता है । 


7 न क 2 न (शित्र) /श/वकां- (0.)7/2-७व+०४ "(६ -- ०;७) . (2-) 


08 
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| व बन कै मं हज के ) 





की (24) /2(6:४-7) (०५) >/2+द- 6 ["( 0 4; | मु ०६४) ५ (थे ५ ) 


! , ५  (व+०[ह , ॥%-] 
(6; - ०६४) 55 (2४) -/2(/8:-7) (8;)77/-बां-० [प्‌ ्ज भर “5: 
१0 / / 


| . 7 धन) ७5 
ब्ल्ज 2 -7/98)/07-7) / 8.१-/2+ ६-5 7 7 >>... -- कु). > 
(27) (:) हे का ढ़ (2-3) 
4( || न"; न ०५३) पद (2) --4/2( 35-32) (8/) /2-40+ (९४४ का [लि ५ 25 अमन कक, 
रूप जि 3; 
डड (24) 77/2/84-7 (67)।2 -दां+ 6 ( १ &% हक 3 । डा ] 
स्य ० |); 
3. ०-फलन को हम [] 9. 206] के रूप में परिभाषित करते 85 
की क- ८ 
. 52 ८ 20 4 ०), ८६ (6.०५) ४0४४ ४४ (८५, ८५॥) | 
/॥ 
हा 6्डू कक ८५ (0 ,./१)५ 80 (0५) 2): 92077 (0५5 /५) 
र 2744 / हे; है | 
हैं गुर है हैं ग-हकया 
न / बंका अजय ५; 
945 + 42. ० ] फ ला | 5 
7 हह। 77 मी ५ ) ( जे | | हि | 
वानी 3 च्चो ५ के / हा पी ५ रे] हु ) 
जहां द 6 6 0 "| 


* ; / हि है| 


अब («-॥) तथा (2-2) का उपयोग करने पर 
४ 7४ नयी 7४ 7( - ० - ०.७) 


पर्व 


6054 . हु ॥ 





5 मल मन कक ३ ९ 
2 «४ . 65, 


2 80 [8) 4 7(६/-- ८ ४) 


“-फलनों से 7-फलनों में रूपान्तरण 39 


्‌ रा 2 
जहाँ १२5 4 (2) [/ (8-7० 


४ स+ (247) 7 (0+//4-4/7- 20) || (30) िनशं रा (6६) ४/2 
| 


72 ५ | 
गौर 0-5 ८ 2 बनी < ०--2/ ०6;- 
3, 777+ 47 , !-+. 


ग्रब सूत्र (2:3) तथा (2-4) का प्रयोग करने पर 


।। !्‌ अं ता आको के धव काशयण | व ) 














60) || | ४०4 १३ ८; 6 / (व %ल्‍्य 8, 8; तब 
पोब्क् ७ 5  नललतज-+-+++>-+++ »- फायर कक%फकओन२ओर६न्जक-- ४ « #- 
शव, 7 4 8: -+- 4 37 _/ र्न- ] 5 ह॒ 

॥ गयाए-क-+की की मााकन्किान-ओ 
2800 0 ८ 6; / धल्च्यान व. सच ४ ः द 
| ! 
तक 
स्न्जी - /य ४0 
58 ऐ] ९7 | है 
) ॥ ह | 00६2४ ५))४$ | 
जहाँ 
/ ५ ५ 0४-4/4 2 -7/4 
#+(2+)7/ (+- 2, (४-० ) 7 हे ) , ( ॥ | 
रे ८८6 ह 8 2 ५५०५ 
77 | ८ ; 
6 कह 6 के पक हि (32) 
/ 
0 .. 9-5 
तथा [भाह ४|< रण (3-3) 


अब हम उपर्युवत रूपान्तरण की सहायता से #-फलन वाले कतिपय समाकल प्राप्त करेगे । 


निम्नांकित समाकलों की स्थापना की गई है : 


अब | वीक: ' 


टान्ज तक, “ हु 
5826, | (५ (8;,८ :); । 
५ 4 
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॥ 7? $ | / 9 
पक कक (९ (० 228 | 
_ 7(०--४) | के (4*) 


74 0 
885 ८ धध (0 (8, 2); रा (०, 7) । 


##६4 गे मु 
(3-2), (3.3) तथा... २५४ 9/</ ४ ०< 78 8॥-- ,/5॥, ..., ही  - प्रतिबन्धों के अन्तर्गत 


। ०) 
5 6; 28; । को (4; /3,) 3 5] 
हर 7 ] 
| ४० #-77" ४7 * धर) 
0 ? 6 
“| “८ 
| प 


५ 3, 
(2 (0; ४) क_ 


20 2 | पक 2 (68 (०७ 00); # 
० अर 


न्न्जय ५ 


!? 62228) 
$8[+] 26 रा 
पे |! ॥ के (8, 2४); 7 | 
77 
(3-2), (3-3) तथा #पह ०< 8 8॥-- 7 #5०, ..., 8 प्रतिबन्धों के अन्तर्गत 
गा पा ., 3/); शा 
हु हे 6; ह 8; | ठ (50 ) | 
ककापण्मस | “ ४) 
प्‌ ट 7 मा | (0/3 ०:); ट 
“ आप) ह 
शव आह आह ४ 2 
प्ले 4 ( (43) 


; 4 है 
हा व+<4 हर ८; (20% 4)£॥ 


(32), (308) तबा। (--०+३०+ह)७०-॥, ४७], ६... 2.77 
हम 


॥7 
(४(--०-०))< ३, /77, .... न ५. प्रतिबन्धों के अन्तगंत 


०-फलनों से 7-फलनों में रूपांतरण 4] 


//४ 73 | ५ ८. | 
हे मा क्। 
|. »77 56, (५7४) 7 है 5 ८६) 
रा 5 ट 6; ॥ हे (6;, ४४५) 
777 | 0. 
8, 88.2 | 79% ),(०+३० ), 6 (क कि 3 है 
7 हे 
न ३ (4-4) 


2 ५ 
0 ५.० 9 ९; 7 
5 (2) (8७ «55 | 


7॥/(/ 
(3-2), (3:39) तथा २0४(--०-:2०--०॥) ००-०१), /#<5 7, «७ है) #. प्रतिबच्धों के श्रन्तर्गत 


उपपत्ति : 


समाकल [], 9. 274(5)] : 


का * / 7 
(ल्‍० 0->००-० ०७ 





//५ १9**०-3 ८५ 
8,,.. , ४/)% 


जो: 8") 028 ॥+-7. (५ 


 ?। 7 (4 7 





०8] 4. , ८०9; दी] | 


पक 282%% 200 
पर विचार करने पर उपर्यृकत समाकल निम्नांकित रूप में लिखा जा सकता है यदि प्राचल 


777 (2 | (५ (८;, 0५) $ । 
6 2020 24, ? 
॥॥ 


"7. 7, । 
४? | %-*(] अगओ 72 2 है ॥ ६:४9 ८१ 
4 पड था (0 200 ) 





77] 


9५. #०५+] 
] ह 4 
न्‍ाीजा (०-०७) (7 & 
2? 
& थी 2 [ [ 9 27 ४93 3 


£0 ०; 6५); | 
4 


में आवश्यक परिवतंन कर दिये जायें। अब रूपन्तर (3-) का प्रयोग करने पर हमें (£) भाप्त 
होता है । 


इसी प्रकार ज्ञात समाकलों []; 9- 24(8), 2!4(9) £ 5(])] की सहायता से अन्य उपयुवत 
समाकलों में निहित <7-फलनों के स्वरूप सामान्य प्रकृति के न हो कर विशिष्ट प्रकार के होते हैं किन्तु 
एक बार #-फलन के किसी विशिष्ट रूप के लिये एक समाकल स्थापित हो जाने पर उसे श्रत्यन्त व्यापक 
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लक्षण के लिये सिद्ध किया जा सकता है । उदाहरणार्थ समाकल (4-]) को समाकलन क्रम में परिवतंन 
लाकर निम्नांकित रूप में सिद्ध दिया जा सकता है 


| --9) 0-6 *-..] 8५५ | % (4५, 0] व्‌ 
0 








४ (8५, हैँ ) 
7' # ॥॥ ॥+, (०, 4) (६4, | । 4-5 
तगढ-9) 200 #% ७४) (0, ॥ बा 
| 72 - द 2 ८६ (्‌ कर 
जहाँ “ (घ)- 2 (छ)ना ४ (॥)- 2 (/)550>0, 
हि ॥+7. 4 77+7. 
दा? ४] < हे 0# 
तथा “70(6) </0४(०) < 7४ 8,--, ४--, ..., #४. 
उपपत्ति 


सम्बन्ध (4.5) को सिद्ध करने के लिये बाँई श्रोर के /-फलन को मेलिन-बार्नीज़ प्रकार के रूप 
में व्यक्त करते हुये तथा समाकलन के क्रम का विनिमय करने पर, जो इस प्रक्रिया में आये समाकल के 
परम अभिसारी होने के कारण वैध है, हमें निम्नांकित प्राप्त होता है : 


(4 
007 तक 
है हा गज, 


कक प्र एप पफ्््---+४ |, आए (-3)००१- # . #. 
टैग? 7, ५ है 0 
(. आएपए-6-०७) / 7(०/-०;७) 


2०१)+-7. 7०]--7, 


आन्तरिक समाकल को [], 9. 9(), 9 (5)] फलों की सहायता से निकालने तथा #7-फलन की परि- 
भाषा का उपयोग करने पर वांछित प रेणाम मिलता है । 


यह रूपान्तरण प्रदशित करता है कि संगत दशाओं के अन्तर्गत उनके प्राचलों के बदल देने मात्र 
से ७-फलन वाजे परिणाम 7-फलन वाले परिणाम में रूपान्तरित किये जा सकते हैं । 


निदंश 


(. एडल्यी, ए०, गर780९7 १५६४8 ०९४व ९०७] #प्ाट007४58 ]953, भाग हि मकग्नाहिल बक कम्पनी, 
न्यूयाक 

£- फाक्स, जी, द्रांजे० श्रमे० सैथ० सोस०, 96], 98, 395-429. 
रेनविले, ई० डी०, 3966 एप्ा८धं०03, 967. 


४]]73॥793 ?975790 /»&॥0७53॥0॥ 3॥ ?४६/[८६४ 
४०. ।7, ॥4०. 2, 8797], 974, 7३४०५ ।43-53 


2,4-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट का उभय प्रतिरोधी 
बविलयनों में जल-अपघटन 


एम० एस० महाला तथा सु० स० भाटवडेकर 
रसायन अध्ययनशाला, जीवाजी विश्वविद्यालय, ग्वालि यर 


[ प्राप्त--जनवरी 2, 974 ] 
सारांश 


इस शोघ पत्र में 2, 4-डाइक्लोरोफेनिल डाइह्ाइड्रोजन फॉस्फेट के जल-अपघटन का, उमय प्रति- 
रोधी विलयनों में, पी“च 0:2-7:46 परास में, 08 पर, अ्रध्ययन किया गया। भ्रध्ययन से विदित होता 
है कि, पी-एच 0:2-45 परास, में, एस्टर क्री उदासीन तथा एक-ऋणात्मक प्रजातियाँ क्रियाशील हैं । 
पी-एच 40-76 परास में जल-अपध्टन को सम्पूर्णा दर एक-ऋणात्मकप्र जाति के कारण है क्योंकि 
द्विऋणात्मक प्रजाति श्रक्रियाशील है। पी-एच लॉग-दर-परिच्छेदिका के उच्चिष्ट (पी-एच 4-5) एवं 
निम्निष्ठ (पी-एच 0-2) का परिमाणात्मक स्पष्टीकरण, क्रमश: क्रियाशील एक-ऋशणात्मक एवं उदासीन 
प्रजातियों के श्राधार पर दिया गया है । अभिगहीत वियोजन-स्थिरांक, 96 के मान से ज्ञात की गई सैद्धांतिक 
दरें, प्रयोग में प्रक्षित दरों से मलीभांति अनुकल हैं। इस क्षेत्र में जलअपघटन एस्टर की उदासीन एवं 
एक-कऋणात्मक प्रजाति के फॉस्फोरस पर जल के द्विभणुक न्‍्यूकिलिओफिलिक आक्रमण द्वारा होता है, 
जिसमें १-९) वन्धन का विखंंडन होता है। संभावित अभिक्रिया की क्रियाविधि को अधिक प्र[/माणिक 
बनाने के लिये कई संकल्पमायें जैसे गतिज कोटि, आहनिश्रस प्राचल, विलायक' का प्रभाव एवं समगतिज 
संबंध श्रादि उपयोग में लाए गए हैं । 


+395#7'2 ८६: 


घतरवनगेरएअंड णाीं 2, 4-तट्म्ाठ-०फॉल्फरओं वा॥एवेए०2ड०क. एीग्एीशड ईए . #पर्डिए 
50 प्रपंगण5ड,. 29 ७. ७. शा ब्यात 5, 5. गराब्ाबणवेलेच्वण, उला00णे ० 5:प्व65 गए 
(कया ५, [एज णगसाएटा'डआा५, (०७००7: 


[गलांट ता करजकातजओड ०2, 4-तांदा0-ठफालटाए वाएकहुआ फाण्गुजाथाल, 70 पी 
3000078, व8 96607 47765024८त बंध गी6ह #8॥2०९ छोड 0:2-7-.46, ७४४ 98९, & #एक्‍760900 
इपरतए औ॥0७8 एब[ गरल्परएयों कायत 770007९8ु80ए6 996टां2४ ० पट दादा दाल 7€28८ए९ का ॥6 
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768707 फॉर 0-2-4-5. कक प6 78707 एफस 4-3-7406, पा 0एटडीए एश० 0 एल ह_एकाठ9अ8 45 
तफ06 (० प्राठश०्य्रठ8बए९ 5ए6ट268, 35 76 वशछकाएठ 89०265 4ए6 एटा 60वें (0 ए०९ फोटा+, 
१ काएपाण (गत्रि 4.5) बाते पण्ांगांगपण (एम 0-2) णाी पाए छत #8 7० [707९ ॥#8ए० 96०४ 
(ृपथणाउ(३07९] ९ ८हए%४४९वं 00 (96 09878 ० 768007०ए० 8$[062768, ॥077070298[770 ब्वा)दें श८्परात] 
7289९८0एलीए.,.. 6 फररकदांटब का वेदादशायांग्रठत #0फ0ा 388प्रशार्दे एक एक प्रट8 8876० एए८]] 
जा 796 €एव्स्‍ंशद्ााबा[ए 00567ए९व >क्वाद्,. जफर गएक्‍कतठाएशंड3 060 6 ढक बंका फरांड #टछत्त 
970९6८०5 जाप छागरा0९८प्राॉकण प्रपटा९०एगर॥ 8६9९८ 06 ४६४९७ 07 08.707प3 07 0॥० #९४८६०८९ 
7रल्पाए' बाद 2707076840ए९ 896ट68 साए0एंआए 2-५0 89070, 776 ८07000$ इपटों) 88 
पिंग्रदवं2 0465 477फ्रद्यांप5 एक्कद्वा९0९०8, 80ए९य रर्ि्ट बाय इं5०- पं बांट ए7थब्ां07४्ा0 72६8ए८ 
96०४ प्र5टते 60 8ए6 ८8 $प्र007: 00 [7009490]6 #28200% 76८4 77877. 


प्रयः सभी मोनोफॉस्फेट एस्टर दर्शाते हैं कि लगभग पी-एच-4 पर, एक-ऋणात्मक प्रजातियों 
द्वारा होने वाले जल-प्रपधघटनः की दर सबसे अधिक रहती है। पी-एच-4:0 से उच्च एवं निम्न पी-एच मान 
पर अभिक्रिया को दरों में ढास का कारण क्रमश: कम क्रियाशील द्वि-ऋणा।त्मक एवं उदासीन प्रजातियों 
द्वारा जल-अपघटन का होना बताया गया। साधारणतया ऐरिल फॉस्फेटों में, !लकिल फॉस्पोटों के 
विपरीत, अनुमानित अनुनाद स्थायीकृत फीनॉक्साइड आ्रायव बनने के कारण 7... () बन्धन विखंडित 
होता है । 

अभी तक 2, 4-डाइक्लो रोफेनिंल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट के उभय प्रतिरोधी विलयनों में जल- 
अपघटन के संबंधित गतिज आँकड़े उपलब्ध नहों हैं । औद्योगिक दृष्टि से महत्वपूर्ण, 2, 4-डाइक्लो रोफेंनिल 
डाइहाइड्रोजन फॉस्फट का ग्रध्ययन इस लिये आरम्भ किया गया कि एस्टर की फॉस्फेट पाएवं ज्यूखला के 
श्रार्थो और पेरा-स्थिति के हाइड्रोजत परमाणुओं को क्लोरीन परमाणुप्रों द्वारा प्रतिस्थापित करने पर न 
केवल उभय प्रतिरोधी विलयनों में जल-भ्रपघटन की दर पर प्रभाव पड़ेगा परंतु नये श्रभिक्रिया पथ सम्बद्ध 
होने की संभावना है । 


प्रयोगात्मक 
सामग्री एवं विधियां 


2, 4-डाइक्लोरोफनिल डाइहराइड्रोजन फॉस्फेट को मगौरी तथा शॉ? की विधि द्वारा बनाया एवं 
शुद्ध किया गया । 


प्रक्रिया 


2,4-डाइक्लोरोफेनिल डइह्राइड्रोजज फॉस्फेट (5"09८0-5 ७ नहीं तो अन्यथा निर्दिष्ट) का 
उमय प्रतिरोधी विलयनों में जल-अपधटन पीएच 0-:2-7-46 परास में, 98"--0-05" से० पर किया 
गया। इस अध्ययत में एलतल की विधि९ का उपयोग करके अकाबेनिक फॉस्फेट का वर्णमापी श्राकलनः 
किया गया । 


2, 4-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजव फॉस्फेट का जल-अपघटन 45 


गतिज मापन में, ऐसे उभय प्रतिरोधी विलयनों को उपयोग में लाया गया जिनके लिये स्टेने« ने 
20? एवं 750? पर पी-एच' के मान दिये हूँ। जिस प्रकार डाइमेथिल फॉस्फेट के अ्रध्ययन में उमय 
प्रतिरोषी विलयनों के लिये श्रंतवेशित पी-एच के मान को उपयोग में लाया गया था, उसी प्रकार इस 
ग्रध्ययन' में इन उमय प्रतिरोधी विलयनों के लिये, माध्यमिक ताप, 98" पर, अंतर्वेशित पी-एच के मात 
को उपयोग में लाया गया | डाइ-अऑक्से न को शुद्ध एवं शुष्क” किया गया । अन्य रासायनिक पदार्थ बी० 
डी० एच० एवं रीडल श्र णी के उपयोग में लाये गये । 


विवेचना 


2, 4-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेंट का उभय प्रतिरोधी विलयनों में जल अपधघटन 
पी-एच 0:2-7:46 परास में 98? पर किया गया। पी-एच लॉग-दर-परिच्छे दिका (चित्र ) स्पष्ट रूप से 
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चित्र ! 


दर्शाती है कि पी-एच 0-2 से 45 तक दर स्थिरांकों में वृद्धि एवं इसके पश्चात्‌ पी-एच 7-46 तक दर 
स्थिरांकों में एकदम हास होता है। पी-एच लॉग-इर-परिच्छेदिका के पी-एच 0-0-0-5 में निम्निष्ठ एवं 
लगमग 45 के निकट उच्चिष्ट कई मोनोऐरिल फॉस्फेटों' के जल-अ्रपघटन में प्रेक्षित हुआ, जिसका कारण 
जल-अ्पघटन का क्रमश: उदासीन एवं एक-ऋणा।त्मक प्रजातियों द्वारा होना बताया गया। चित्र ! दर्शाता 


है कि पी-एच मान में 0-2 से 4.5 तक वृद्धि के साथ जल-अपघटन की दरों में रेखीय त्वरण, जिसका ढाव 
#?ि9 . 


[46 एम० एम० म्हाला तथा सु० स० भाटवडेकर 


लगभग ]-0 है, क्रियाशील एक-ऋशणा त्मक प्रजाति के अचानक प्रविष्ट होने से होता है। पी-एच 45 पर 
उच्चिष्ट का कारण क्रियाशील एक-ऋणात्मक प्रजाति के अधिकतम प्रतिशत (लगभग 00% ) का होना 
है । इसीलिये पी-एच 45 के प्रक्षित दर को ही एक-ऋणात्मद्ा प्रजाति का विशिष्ट दर (॥,,554-74: 9 
0 8 क्ां०.7) भाना जा सकता है। निम्निष्ठ, पी-एच 0-2 पर, केवल उदासीन अत उपस्थित रहती 
है और एक-ऋणात्मक प्रजाति का सान्द्रण लगभग शून्य रहता है। इसने लिये पी-एच 0'< को रे क्षित <र को 
ही उदासीन प्रजातियों की विशिष्ट दर (#,/ 7:36 2 07% ॥07.-7) माना जा सकत। है । विशिष्ट 
उदासीन दरें (#,,5-7'36)< 0-8 ह्रा0.77) आगयनिक तीव्रता के आँबड़ों के आधार पर ज्ञात की गई 
विशिष्ट उदासीन दर» (7.39%८0-% छा0.77) सर्वथा अनुकूल है | उच्चिष्ठ के पश्चात्‌, दर में ह्ास, 
एक-ऋण।त्मक प्रजाति के सानद्रण में छास के अनुक्रमानुपाती है। इस पी-एच 4-5-7-46 परास में 
एक-ऋण।त्मक प्रजाति के सानद्रण में हास का कारण उम्का झ्क्रियाशील द्वि-ऋणात्मक प्रजातिश में रूपंतरण 
हो जाना है । 
सारणी * 
2, 4-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट के, 98? पर, उभय प्रतिरोधी विलयनों में जल- 
अ्पघटन के, वियोजन स्थिरांक 96, तथा फ़ार, के मान के ग्राधार पर ज्ञात की गई संद्धांतिक 
दर एवं प्रयोग में प्रेश्षित दर 








कक के नकल के साहसपटकक »ाजक :करानका धु स ०; 


/ 4 /५/:० [0 ३ 
पी-एच. ै॥॥/+४ 2 | 44, ।.४ गन ' ह | ७ध७>८ 07 पभिन्नट"।] हा 
पर मिल मजा म लक न कम चल < ५677 [ प्रेक्षत 
0.2. 0-95. 69-92 0-05 7-37 77-29 73-57* 
0-4 0-93 68-45 0-07 ]0-32 78-77 76-43# 
0-6 0:89 65-50 0-]] ]6-22 8]-72 79-48 * 
[0 0:76 55-94 0-24 35-38 0-92 75-70 
.24.. 0-65 47:84 0-35 5:60 09-44: 06-90) 
-3 0:6] 44" 00 0-39 37-30 802-4: 0५-00) 
2-0 0-24 7-66 0-76 ]2:05 ]29- 7 2]-0 
2-9 0-7 ]2-5] 0-83 22:37 34-09 27-6 
2-3 0:]4 0-30 0-86 26-79 ]87-] 30-5 
3-0 0-08 2.2] 0-97 4-0] ]48-2 ]43-3 
3:33. 0-02 ]-47 0-98 ]44 -48 ]46-0 46-] 
4.]7... 0-0 0:74 0-99 ]45-96 [46-7 ]47-4 
4*5 000 0-00 -00 4./ 43 4/*4 [47 *4% 
5-6+ के न 0-99 ]45-96 अ् 2-0 
6-43$. - ह 0-92 35-64 डे 2-00 
7466.. - की 0:53 78-4 हल 2.00 
टिप्पणी *आलेखित मान । ्््ि 


इस पी-एच पर प्रजाति के प्रमाज एवं दर स्थिरांक क्रमश: 4/,,/,,/ एवं /,, के कारणा हैं । 


हक 


2, *डाइक्तोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट का जल-अपघटन डा 


सैद्धांतिक दरें निम्न समीकरण द्वारा परिकलित की जा सकती हैं । 
८८००/८४ ग /5५ (।) 
जहां, &८, ४, एवं &,, क्रमश: क्रिया का दर गुण।फ, उदासीन दर गुणांक एवं एक-ऋणात्मक दर गुणांक 
हैं । समीकरण () को निम्न प्रकार से भी लिख रूकते हैं 


न क (2) 


5:28 
जि 44% (+ ]--2४ 


जहां #७ एवं 7:0५० क्रमश: विशिष्ट उदासीन एवं विशिष्ट एक-ऋणात्मक दर, एवं ./7४--.४ और 
0///४-+ 0४ क्रमश: उदासीन एवं एक-ऋण:,त्मक प्रजाति के प्रमाज हैं। जिस प्रकार डाइमेंथिल 
फॉस्फेट९ में, पीएच' 0-8:0+ परास में, क्रियाशील प्रजाति के प्रभाजों का आकलन 7५, और 7४5, के 
मानों से किया गया, उसी प्रकार इस अध्ययन में भी क्रियाशील प्रजातियों के प्रभाज अ्भिगृहीत वियोजन 
स्थिरांक [६ के मान से आकलित (सारणी ) किये गये हैं। विशिष्ट उदासीन एवं विशिष्ट एक« 
ऋणात्मक दर स्थिरांकों के अधार पर उदासीन प्रजाति की एक ऋणात्मक प्रजाति में एवं एक-ऋण/(त्मक 
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चित्र ८ 


प्रजाति की द्वि-ऋणात्मक प्रजाति में वियोजन हेतु क्रमशः पट, (:5) एवं ए6, (7:5]) के मान परिकलित 
किये गये । चित्र !, पी-एच 0:2-3-0 तक, प्रेज्ञित एवं सैद्धांतिक एक-ऋणा[त्मक दरों में विचलन दर्शाता 


48 एम० एम० म्हाला तथा सु० ४० भाटबडेकर 


है। इस क्षेत्र में दरों का परिकलन निम्न समीकरण द्वारा ८६. पर, परिकलित दर प्रयोग में प्रेक्षित 
दरों से मलीभांति अनुकूल दिखते हैं (सारणी ) 


8&/-- 4-74 3८ 0-2 क्यांध 73८ 24020, , , ।- 7-36 3 0-8 फांग,77 3८, ५ | (8) 


पी-एच 0-2-3-0 परास में प्रेक्षित विचलन जल अ्रपवटन की सम्पूर्ण दर में उदासीन' प्रजाति के योगदान के 
कारण है। पी-एच 4-5-7:46 परास में प्रेक्षित दर परिकलित दरों से बहुत ही कम है इसलिये प्रेक्षित 
दरों को स्थूल दर समभते हैं जिसका कारण द्वि-ऋण/त्मक प्रजाति के अ्रक्रियाशील/! 4० होने से उनका 
जल-प्रपघटन की सम्पूर्ण दर में योगदान का अभाव है । 


उच्च-ऋण/त्मक ऐन्ट्रॉपी एवं तुलना में संक्रियण-ऊर्जा के मान अ्रमिक्रिया के द्विआणविकता के 
स्वभाव को दर्शाते हैं । 2, 4-डाइक्लोरोफे निल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट के उभय प्रतिरोधी विलयनों में जल- 
अपघटन की क्रियाविधि ज्ञात करने के लिये पी-एच ।-0 तया तथा 4-7 में 80९, 900९ 08९ पर आह निया 
प्राचल ज्ञात किये गये (सारणी 2) । ये परिणाम उदासीन एवं एक-ऋणात्मक प्रजातियों द्वारा होने वाले 
जल-अपघटन के द्वि-आणविक स्वभाव की पुष्टि करते हैं । 


सारणी 2 


2, 4-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट के उभय प्रतिरोधी विलयनों में जल-श्रपप्टन 
के लिये ज्ञात किये गये आहेनियस के प्राचल 


(_#2०५५२० न नल ७क ५५ ५» 





[3५००० ०3 कल कक. ०क4 पलकम का 2  व्कका कर तक ०45 कक 





प्राचल 


उभय प्रतिरोधी संक्रियण ऊर्जा श्राव ति घटक ऐन्ट्रॉपी 
माध्यम पी-एच 4०9? ८0? श्र 
कि कैलो री/मोल (सेकेंड ) ०्प 

40 0:0 8-3 २८ 0? “200 () 

4-7 20-9 48ल्‍0]08.... #-- 2:2 


संक्रमण श्रवस्था का स्वभाव ज्ञात करने के लिये हयूजेंस तथा इनगोल्ड/ए!४। के विलायक के 
प्रभाव संबंधी सिद्धांतों को उपयोग में लाया .गया। 2, “-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट 
की उदासीन एवं एक-ऋणात्मक प्रजाति द्वारा जल-अपघटन की संक्रमणा अवस्था का स्वभाव ज्ञात 
करने के लिये क्रमशः पी-एच .0 तथा 4.]7 पर अध्ययन किया गया, लेकिन प्रथम पी-एच पर 
प्रजाति के प्रभाजों का परिकलन करने पर ऐसा विदित हुआ कि इस पी-एच पर उदासीन एवं एक- 
ऋणात्मक प्रजातियाँ दोनों ही क्रियाशील हैं । इन दोनों क्रियाशील प्रजातियों द्वारा होने वाले जल- 
अपधटन पर विलायक का प्रभाव संभवतः प्रतिसंतुलित हो जाने से अल्पतर दिखता है (सारणी ४) । 
पी-एच ४7 पर, जल के अणू एवं एक-ऋणात्मक प्रजाति से बनी संक्रमण अ्रवस्था में ऋणात्मक 
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आ्रावेश का प्रकीर्णन होता है। इसीलिये श्रायतकारी शक्ति में हास के साथ दर में वृद्धि (सारणी 3) 
दिखाई देती है । 


स(ररणपी 3 


2, 4-डाइक्लोरोफनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट के उभय प्रतिरोधी विलयमनों में 
जल-अपघटन पर विलायक का प्रभाव (98”) 


नननननननन+त>+3म>»+ «सन 





उपयोग में लाये डाइग्रॉव्सेन 


उभय प्रतिरोधी का प्रतिशत 08 [६० 
माध्यम पी-एच (विलायक) (मितट ) 
(५/५) 

)-0 0-0 757 
]-0 ]0-0 5-88 
व:0 30:0 8-95 
-0 50-0 7-87 
4]7 0:0 ]:]0 
4]7 30:-0 5- 77 
4-]7 50-0 ]8-22 


फेनिल ऑर्थोफॉस्फेंटों 27 में 7-0 बन्धन का विखंडन, अनुनाद स्थामीकृत फीनाक्साइड आयन बनने 
के कारण प्रेक्षित हुआ । इसी प्रकार के बन्धन का विखंडन #-टॉलिल एवं / 'नाइट्रोफेनिल फॉस्फेटों/४ में 
भी अनुमानित किया गया । मोनोऐरिल फॉस्फेट एस्टरों की उदासीन एवं एक-ऋणात्मक प्रजातियों 
द्वारा जल-प्रपघटन में प्रेक्षित गतिज आँकड़े सारणी 4 में संक्षेपित किये गये हैं। समरूप गतिज आंकड़े 
9 4-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फास्फेट की उदासीन एवं एक-ऋणात्मक प्रजातियों द्वारा जल-अपघटन 
में प्रेक्षित हुए । इसीलिये 9-९0 बन्धन के विखंडन का अ्रनुमान लगाया गया। उदासीन एवं एक-ऋशात्मक 
प्रजातियों द्वारा जल-अपघटन की संभावित क्रियाविधि को क्रमश: आरेख ] और 2 में दर्शाये अनुसार 
प्रस्तावित किया जा सकता है । 


एम० एम० म्हाला तथा सु० स० भाटवडेकर 
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आरेख-! 2£-डाइक्लोरोफेनिल डाइहाड्रोजल फॉल्फेट की उदासीन प्रजाति के फॉस्फोरस पर, जल के 
द्वि-अगुक न्युक्लिओफिलिक आक्रमण द्वारा उभय प्रतिरोधी विलयनों में जल-अपघटन 
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आरख-2 2,4 -डाइक्लोरोफेनिल डाइहाइड्रोजन फॉस्फेट की एक-ऋणात्मक प्राजाति के फॉस्फोरस पर 
जल के द्वि-अणुक न्युक्लिओफिलिक आक्रमण द्वारा उमय प्रतिरोधी विलयनों में जल-अपधटन 


हक ऋटणात्मक प्रजात द्वारा जल-अपघटन को ऐसे भी निरूपित किया जा सकता है जिसमें 
हाइड्रोजव बंधनीय संकर जल के साथ बनते हों।४ | 

अभिक्रिया की संभावित क्रियाविधि को समगतिज संबंध द्वारा पन: अनुमोदित किया है । श्रारेख-2 
में मोनो 2, 4-डांइक्लोरोफेनिल फॉस्फेट का बिन्दु, 9-0 बन्धन द्वारा विश्वंडित होने वाले श्रन्य एस्टर 
को तरह रेखाकार वक्र के समीप आता है जिससे क्रियाविधि का अनुमोदन होता है । 


कि भहु। 


सारणी 


ल-अपघटन के लिये तुलनात्मक गतिज प्राचल 
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विषय-सूची 


कर । | के लिए परिमित प्रसार 


दो बहुपदियों के गुणनफल का समाकल 
निरूपण 


स्टाइल्ज परिवरत तथा ५£-परिवर्त पर कुछ 


प्रमेय 


दो चरों वाले प्ल-फलनों की कतिपय 
अपरिमित श्रेणियाँ 


सार्वोक्ित प्र-फलन के प्रसार सूत्र 
हाइपरज्याधितीय फलनों वाले परिमित 
संकलन 

व्हिटकर फलन श्रेणी वाले द्वंत श्रेणी सम्बन्ध 
ऐपेल फ्लनों तथा फावस के मीं-फलन के 
गुणनफल वाले समाकल 


सृक्ष्ममात्रिक तत्वों की प्राप्यता पर फास्फोरस 
का प्रभाव 


“हीाइड्ाक्सी-4-बन्जासिडो यायो पे मीकार्बा- 


ज़ाइड के क्रोमिय(गरा) संकर में सहसंयों- 


जकता परामीटदर का परिकलन 

कागज वण ले खिकी में क्लोरोफार्मी विलायकों 
की निस्यन्दक पत्र में से प्रवाह गति पर 
इनके भौतिक गुणों के प्रभाव का अध्ययन 
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बो० एम० सिंघल 


भरत सिंह 


एन० एस० होरा 


आरण० के० सक्‍सेवा तथा जी० सी० मोदी 
बी० एम० अग्रवाल तथा आर० सी० 
मांगलिक 

आर० के० सक्पतेना तथा पी० एल० सेठी 
एस० के० वशिष्ट 


शिव गोपाल भिश्व तथा प्रेम चन्द मिश्र 


महीपाल स्वामी, प्रकाश चन्द्र जैन एवं 
अनन्त कुमार श्रीवास्तव 


रा० प्र० भटनागर तथा क्ृष्णदत्त शर्मा 


[55 


65 


7] 


[77 


]85 
॥9/ 


20] 
207 


235 


22] 


व [7]373 7 ७ 7 5$306 /#7॥05 3 ॥6|3॥ ?30॥7] [८७ 
४०. |7, ३०. 3, |५५ ॥974, ?92०६ [55-|64 


औ ऐ के लिए पसित प्रसार 
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गरियत विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


[ प्राप्त--जूलाई 4, ]973 | 
सारांश 


में नै ् ें ् तक री 
प्रस्तुत शोधपत्र में 4-फलन के लिये प्राचलों का उपयुक्त चुनाव करते हुये पाँच परिमित प्रसार 


प्राप्त किये गये हैं। शर्मा के & | 


परिभित प्रसारों को विशिष्ट दशाग्रों के रूप में अंकित किया गया है । 


, फाक्स के /7(७), माइजर के 6(%) तथा हाइपरज्यामितीय फलनों के 


39572.८ए: 


09% #०+६० व्त्ऊन्पन्र०्घड 40५ 3. कह 8) उशकानब 488ब्ाणबाब बगते 3. प. 9०एकं, 


छ6एव०४८767६ 6 ०४९०४(८3, [ग्रांएटा४0 ० १०७]०७४:४६॥, |] थां0 पा. 


७ 4 रे ि ने था | धो 
॥9 0078 ए०27' ए९ गया दादा 075 07 76. अनप्रयटाता ग्रेकएट 0667. ९8४9 ०586वें 
जा 970987 ढी॥066 ० एक्च'क्ाएडांटा5,.. मीयो8 ाएबग078 007 5॥६07702 5 ा #655 , (५), 


26४७ ० (७) न्यू 7५97९ल्‍छु९0एाढ पेट पिारटएंठएड$ 747९८ 05260 72207060 85 506८9) ९2.5८. 
. विषय प्रवंश 
"6 न | 
चतुवेदी तथा गोयल ने 4 फलन को निम्न प्रकोर से परिभाषित किया है : 


नें: ( ५ भेद पा, 0: 772, 779 - 773, ४3 ४ े ह 
है ह नत-क्र्का' 22, 42 * 2१3, 43 |) (4, ०५) ) 2 (00१ 3५.) / | 





(५७ १9) (०५ %५))): (((५७ ३) (9७ /9०)) | 


“छः 9, 9७ ?(४+) - ४6, 0) - ४9% . & . ८ .. (]*0) 
& 7 7 
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पं (६; -+-०)४-+-० ४) 
का हा 





जहाँ. ९७४+--#) ८८ हु न 
(४ 7 (- ७] -48-१)) ४7 4'(8/--/8/5--//) 

च्य्काप है आज 
! 77723 ॥3 
मं य(-अ+३0) 27 7४-७४) 77 7(-०-+)५ै) [7 (॥-/५0 
रा 52% 'आ 

तु आसन ०४ न मर 
व गआाृवउ-श)ओे से रात-०+9) ]/ 7(०>श पु) 2 2(-//+/५० 

3 त+728 च्यक्ाप३ 7+773 


5२+ 778 





यही नहीं ( (८/3४ ०५३) ) कि (६, ०१) (६५; ०2) 202 (८/, ५ ०५, ) 5 

इससे भी आगे ०, 85, 25, 95, 2७ तथा /“४ सभी घनात्मक हैं। 7. तथा /7,, कंट्र हैं जो क्रमशः 5 
तथा ४ तल में हैं और अपने लूपों 'सहित --४०० से +-४०० तक प्रसरित हैं और आवश्यकता हुईं तो 
7९४6-98), /5, 2, .. थ तथा /(//-॥५6),/757, 2, .«-78 के पोल क्रमश: 2, तथा 2. कंट्रों 
के दाईं ओर स्थित रह सकते हैं। 2'(-6०-+9॥85)+/55, 2, ...हछ 7(०/+-८०;४-+-०॥), / ८८ [, 2, ...४४ 
तथा 7(--6;+-)3) , /5-9 2, ...४७ के पोल क्रमश: ४4 तथा 2, कंदूरों के बाई ओर स्थित रहते हैं । 
चन पूर्णांक 23 79 03 रिक्त सै 45 १9% 4932 /५, 753 द्वारा निम्तांकित असमिकाओं की तुष्टि होती है 

49 4३३३3 25 व >>0; 0<.27, 79, 7५, 79, 795: 95 /$9 49५ 
483 / 7725: 47 न 488 /4 77225: 44 + 43: 

जहाँ 0<%५, ४७---7३<#,५ /३---१३ की अर्थ होता है 05% ७,; 05४७४... इत्यादि असमिकायें 
तथा ८), 0, 29; 9, 2) /५ में सबसे बड़ी «, 8, », 0, 2, / है । 5-0 तथा 9-50 मान सभ्मिलित नहीं 
किये गये हैं । 


डर नमः तर ४ 
परिभाषित 4 |] » तथा 9 का [वेश्लेषिक फलन है, यदि 


| 27४ ४ | << (०, -- 5) था) 2५००० ८० ((-) 
| 872 9» | <(०४-2*) ४; 2002 7> ६०५ ("2) 
जहाँ . ८० कतगप८न-792नापा0 ०2०७7 ८ --7४ ने +-॥३॥/८. 


०55/०-+-22५) +५९३0--4/8 ०५ रत 38 न 43/:-+-4, 8५ 


निर्मननाकित न में हैं 
निर्मनाकित 4 हर में (0) से भिन्न प्राचल हैं । अर्थात्‌ 
#7], 0: 772, 9 ६ 773, 73: हर 
0, प:22, १2:23, 53 [. 





[(क बज ० (कब नैबिकक 2 
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+ 
(>ध- 9० 04 )> ((% 2))# ## (०, क))।9 9-% ( ०५ हलक »४)) 
(६८), *५))॥5 23-72 (८ नीन्‍ी---7, 2३) (ह+०“न॑0--*-9, १), ((/) /५))2# /) | 


को निम्न प्रकार से लिखा जावेगा 


4 [7 | [6 ०))+क (फ कीफे ब्रा | बकं ७)2 (-8-7-% 9०): 


((८), ?)))8 222 (4५ 9))35 46772 (०, रे कट »५)) : (०), 25 28775 


(धनही- चित करे (बकब्नव-#४-% )ै)+ (0 /))# ») | 


जहाँ (40, 09), (4५, 0») .-.५ (4५2-१5 00,-)) के लिये ((५,, 0,) )439 4३7 ब्यवहृत' है | 
4] मे दामाशि 3 *) 4 हे 
फलन “४ है में शर्मा) का, ७ है भ्रग्रवाल) का 2 (* | गुप्ता द्वारा उपयुक्त विघधिसे 
प्रदर्शित फाक्स का र-फलन, बहु ज्ञात माइजर का 6-फलन तथा फलस्वरूप विशिष्ट दशाझ्रों के रूप में 
अ्रन्य कई फलन निहित हैं । 


2. हमें जिन मुख्य फलों को सिद्ध करना है, वे हैं : 


$ः ् ८८, ध के 97 (|--०-००,)+(7-०)/ 


730 7]7*70 ढ़ 7 


है क्‍ 
द् |) [(कन7व्ा नर१०9) ०))॥३ 6 (शनीर शी + 70 ॥))9 तु । 





| थ -5+7-११५% १४) ( “० का “-०७०फ १5) ((6-7१४ 2))8 ## 
(७.- के कै) क-॥ [किय एहए//० ४): क्षणएफ्रे के))फ हब 
(बनह--सफफ खेऐ (वकैग्पकी-पर-2- सोफे कैटेः (0०779 ल्‍थ)) को] 
तब [| [(क डक (कक | [४ कह शक बिता -है 2): 
(७ 90% #70% ० बल के ई०0>) लोक ७) हरे 


(बकी-मि-+ 0); (बरकब्नीी-मिटके खेर (कि 254) |... (20) 
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( ८; 
जहाँ. +एमशपरेथि करी खी० (०-79): ५0, + ८-७ (#-) 
4५>2 7 ; 48278 >> ; 278 (3--०--०---०)प४) 0, -- [--2..., (£- 7) 


श्र कम 2, 5, ्‌ (--2)7(-9) 7» 
प्यार शा पता टन मय 


। 


[(4|--१०३४--7३८५५ ०5) )49 2? ((0 !3 “73727: 8 ))9 4, 





(८४-79 १7) )2 22777 (6 +4-+--२)३७ 93)3 (दर्ज ०-7१ ७ 9) 
(67/-+7-7-7% १३) ((4--१9 |, 0,)) 3४४४ * ((2,-म न 77 2] है )५) 3 
((2-+-7३२७३ *७))४७ #३8777 (8८-#- | न ?ातेफ रैप)३ (कर्नीकणएण | -+772५3 ?ैप)3 


(2 र्ग0--/ ॥। परप/प १५) 9 (7 ने 7/25 (2) ) 83 ५» | 
था | [((८), ८5) )43 #2 ((0/, 3) )35 97-] : (((८), »)))5 22772 (6[-५4--#-- १५ »)5 


(८, -- 6-४; ११)3 (6 न -- 4५ ११)5 ((4,, 0) )3 4० (((८|५ हु ) )9 23777! 





(४--०-३- 7, 9७)3 (४ ०नाधिएा 3 २3 रन 75 १ै३)३ (४9५ /(9)33 4) | 


जहाँ. 8४:०7५२20, 4३:ल्‍7४ २22; (४ (| --८-+/) 550, --7, --2..--: (£--7) 


विलगपो; सर्ेफरेकि मील (ब-वि-केगीक0 -। ८२--- (४-7) (2-१) 
या मय यम 
अल जय 4(]-८ ?3)2(४+ 7-4) (--०--०--/८) | 


([-6]-4५,)4४(-.2) 77 
। [((4; 7--०/7३५ ०))) ७ #77 ((8/--?१--/)73, /2)))5 हा 
( हक 5 8 )3) ( 4४ 58 | 4- 7%» १5) 3 (67-7१ 9))» #95 
४ । 
(६ -“770|, 0) )9 42-73 (५५,- [ )। 7)59 »३)| ( (८ ञ नै, १५)) 82 #3-72 
(७--०+०-४+-7-/ै उप) रव)3 (4-47 करत), है), (0874०--०--/६३ +-?3)ै3, १५) 


 ((6+7/४, ॥/)) ४ | रे 
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/ (४--८ जे ८) * 4] न--64--6८-- ८) न पर, हे े 
0 ह [(), ०)))७ #5. (४9 8))॥ ५| : 





((६+% ७) [:१--३ ») ((क 9))% ## (४ के) ४ 
। ५५, फत- (, »,)| : ६( (6५ गै))7/8-7 (6 प4--४-०, १५) 3 (रनावन 5 ैप): 
द (४+०-], )ेऐे (0 ४)» को]. (४2) 
जहाँ. /42ल्‍/फ%-2८ 3-7 7५>20; 06 (०-१ 7४9 )#50 “7, --2...-7 (£-7) 
शी । प३स्लेपउ्न्ट री (४ --०--०--०- ६-0, “7; ८+2---(*977) 


हि 7(०+ की - है) (6-7०-८- 8) 72 ([/०-०- ८-६) ०, 
70 #%0 ८ (८)2(४-०-१))४ (--८--४--?३) का 





(-०(-)8्श(-)7 4 [| [(बनरणा-यक कक क 


((0/-+-/--73/8 /0)) का] : (((०-7३७ 2) #2-७ (िग॑रीय [ “7१७ १725 
(67 करनी या पशि-72 2002 ((बी-7% ))% छा (श्र ))ए #कगए 
 (धर्नबक४ कंयि- ४ कपिरेफ रैक िनीकनएं नैशातेफक है) रण ध--४ +7] + ?१%५७ है3)5 
((॥+7:/% +थो)७ १ 


4 (४--०--८) / ( -- 6 + ८-- 
गत तय 2 4 | (क को० #। 


((8१;, ))  + (((५ 29))फ9 0-७ (वन -्रि- 5 2) िकब्नी-7#-2 १४) 


(८), 0/))9 422 ६ (८9 १५) )49 2877 (6 +4न ०-० ?३)३3 (धर्ग ४८ 4, 2५)» 
(4+०-० के) (0 9)» को |. 





जहाँ. ॥49>78,>0, 0,7५3 7४ (3--8-०-१-१४१ #0, -, -2---- (#- ) 
#> करे, इल्ेफरेयि सिह (०-0 नि यटिक जपर्धिण 0) 


5 हु 
+ 7 (8) न के 7५0७५०/) 5 (64556 £7--7) 2" (]-- 8-2 + ८ ?१--/4) 
70 7] -70 4 (8-7) / ॥(८)/ (6-५ -73) ( ]--46- ४ -?3) 





[4|-- #८ | -?०८ ०) #7 





(-)##(-07(-> 7४ थी [* 


((8/-7/)-१॥/; 8,)))9 4 : ((७-#£-+7?+7?%७ १४)3 ((4र्न 7१३ »)))» #३०४ 


60 इन्दिरा अग्रवाल तथा ए० एन० गोयल 
(नी४-# न-72७ 2003 (न-०-#--+ ११४ 29): (८. नी #-7#-7 +-१२४ १)5 
(6; --70, 0;))$ 4,/ ४६ ((6--23ै॥५ १५) 2३772 (८।-०-०--०-+-१३- 47744 ?ैप) 
(नाव नशा से (धर्न-4-० -नशा नशरेफ रैप)3 ((/+7/0, /2/) )# सर] 
4 (८--०--८)/फ१(] -- ४८ -|- ०-८ ०2 हि । ेल्‍ 
0 जा | |) | [((4५, ०))७ #33 (0५ 2]))फ 9.7: 
(०५ १)): 22-72 (४-०--£- 7, १9५); (४-०--#--!, १४) (कर्न)-५ १३)७ 
(री, 0))5: 422 * ([((४] १) )व9 3-75 (८-4--०--०, 2३); (८[ 4-३, 9५) 


(८ -५4--८, ११)» ((/]५ /]))82 4») | 
2४०-४०-२>२7, 4, 27922 तथा #, 7४20, 4६ >273>>2 
८ (८।-7£-१ 5) 0, - , ++४ 


40४ (०, -+- 4-- 6--८-- 


(24) 
जहाँ 
» ««०»- (//--7 ); 
देव 7) 50, --, --2...-- (#,--!) 
3. उपपत्ति 


(2.0) को सिद्ध करने के लियेट(2-0) के बाईं ओर के 4 फलन को कंटर समाकल के रूप में 
अभिव्यक्त करेंगे । (:0) के बल पर हमें निम्नांकित की प्राप्ति होगी 


पद दा ८ /य । 
' का ४, ॥ . अय(] 7०-4५,) /(--०) पड छोड 





8 कं ह 
7 -थकदुरशन शत) 5 ग 0+वकढ् +04+% ) 
«| (५, #0+7+/+8) ्ः 


/22 
78 7 शर्वशश्षुतआ) या 2 (४-7)-००) 
2५ 








ह | / 
रे 2 (०-१ »-95ठ) 2 र7(त-- ८ --7०0 -+-5०) « दर ना ८५, हज ठ॒77१7 न 5) 
है। सम 7729 |; मर 


7:93 
रा (4-0ुनशतेु नशे) - 7(४+०ढ+१--३३--२--४३-२५४) _ उ' (/]-73/0--/५/) 
ह हे 





5 य 
ह न्ज्ड् 
5 2 
2 वाहनलसफुनशु) - र(धरन+--ख्प-) पक) / 7५] +73/६ +/०/) 
है टेक 225 7+-॥3 


27% 45 ८/ (3-0) 
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5 को 5-० द्वारा तथा # को /- के द्वारा प्रतिस्थापित करके, समाकलनों तथा संकलनों का क्रम 
बदलकर और एडेल्यी का प्रयोग करके निम्नांकित प्राप्त करेंगे 


7! [ त £ 77% 
] (८कतह+2४) 7(४+५+७+१०) 7, 7(-०+» 


ले मु हे ९ (5-7) 


अककनम का, 
अफननननलणबत५, 








2 
5 (८) 2 ४) 


चयन 
77 (023 
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(॥) #ज्८४८5, ०८-/ ८5०, ४-5१, ०। 55३ ( --« +26), 8:557 +24 तथा 8 [5-० रखने 
पर (6) पुनः 


/(-- ० --१४--४, 24--० ३, ४(।--<+ 220) फ हि 
हा आह आह, 007 ४2७ (४) (3) 


हि 9#7+7+€/+ वन 2०१३ /] /6] /#४/2 /?॥2 गा /2 | | /8(2+2/7-7) 
८5 क+ेसज ॉइअचशल्‍ चल ंीीीणीतणी ञूटड  नननअइ कं “३ प्रा 
श्र | 0 | | / ' क 2 हर 
“भग्रा/2 


0 +ग्रा/2/ “(2 


८ (] हक 6४४4 (४770 9४+ (+2४-८ १) ४ ८0५५! कु . 20इ४#7 8 , 2057+०८११-] ९ 
744 
न,  (([+2+24--2०4), र4+ ०, 0) ८४ . ४, « 40 . ४0४ - ४४ 
में समानीत हो जाता है जहाँ 


मिल । अमर )४ [09 (]/) . ४/--)४५१-४-४४)४(] -- 
6>- जि्य्य््न् न 35080 6008. 


८05 0 + | 
(७९,/3) (७) ,. 70 पी 
तथा (४) 9 47, (६, (2, ») 9 ता (2) तथा 33% (<) क्रम शः जकोव्री, राइस, लागेर 


तथा पास्टरनाक की बहुपदियाँ 7 हैं । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० बी० एम० अग्रवाल का आमारी है जिन्होंने मार्गदर्शन किया । 
निर्देश 


]. वाट्सन, जी० एन० जनें० लन्दन मेथ० सोसा०, 938, 3, 204-209. 

कालिटज, एल०, फ०. एम, ७४० 7६४. 962, (3), 7, 45-8. 

चटर्जी, एस० के०, 580]. एम. (४४. ॥&] 963, (), 48, 377-38!. 

वही, जनें० लन्दन मेंथ० सोसा०, 964, <9, 753-356. 

प्रग्रवाल, बी० एम० तथा सिंघल, बी० एम०, (प्रकाशनाधीन, 

सिंघल, बी० एम०, (प्रकाशनाधीन) 

रेनविले, ई० डी०, 59९टांब #प्ा८४075, न्यूया्क 960, पृष्ठ 254, 200, 287, 29] . 


व्हिटेकर, ई० टी०, तथा वाट्सन, जी०एन०, “8 (0प75८ 67 7०वें 674] ए85, 477 0. 
केम्ब्रिज, 952, पृष्ठ 263, 243. 


05 आओ पक -िट पट 


४ ]|73]9 ?237"450394 /#&70537॥090|॥37#7 7?9307[<9 
४०]. 47, ४०. 3, |७७५, [974, 298९5 ।7-|75 


स्टाइल्जे परिवर्त तथा ऋ-परिवर्त पर कुछ प्रमेय 


भरत सिंह 
यूनिवर्सिटी आफ विस्कान्सिन सेंटर, विस्कान्सिन 


[ प्राप्त--नवम्बर 30, 973 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में दो प्रमेय सिद्ध किये गये हैं । पहले में #-परिवर्त तथा स्टाइल्जे परिवर्ते के 
मध्य सरल सम्बन्ध स्थापित हुआ है। प्राप्त फल की उपयोगिता एक उदाहरण द्वारा दी गई है। दूसरा 
प्रमेय ४ कोटि के #-परिवतं के सम्बन्ध में है । इसका उपयोग कुछ फलनों के कतिपय श्रज्ञात “परिवर्तों 
को व्युत्पन्न करने के लिये किया गया है । 


4395/7930९ 


6075९ धाट०#०९क्छा5 09 5एंटॉ०१5 एन्ब80#09 बणवतें #-फ्बडा/०ए0ए,.. 29 37496 था: 
5॥870, एगराएटाआए ० ४४3९८०7४ंफ (व्यांट, १॥०7)72०ए४0०८, ४४8८07579, ए.8..23. 


(007 एप्ण9086 9676 ३5 ६0 970ए6 (५० (6076775. "6 ॥750 076 €४2)०757965 ७ &7779८ 
एलोब07स्‍999 792९एछटढटए #-पद्यर्ईागया बाप 58०)८2१४ एक्यर्डठ07.,. 796 पड४७पौ7685 0 (6 
#28प 09(०7८260 3 ह0ठश7 7ए 7 दकवा796 फ एयर दा पर्णाच्ताठ0ण7 5966१ (7६708777 48 


००70प:८०. 


गु'॥6 5९८०गरत ९0767 75 थ20पएए 76 (-बात$07 0ए०ी0ठवेटः ४ बयते ॥ १8 पडटते (0 0277८ 
8077९ प्रशंत्त0णए7 #-7'87507705 0 50776 पिए2078- 


]. स्टाइल्जे परिवते 
हम [] 9. 3, 22, 2]3] को 
(7५ (3)3 2) 55 | ७) 3. (०) (0७)7/ ८४,9०९ 


£,( (४), 2) उ| (2७९७) (७99 4५, 90 
2072 3 


]72 : भरत सिंह 
तथा ०/०):)5 | >00७+०)7 %% 
हैंकेल परिवते, ४ कोटि का #-परिवते तथा प्रथम कोटि का स्टाइल्जे परिवतं के रूप में सम्बोी घित 
करेंगे । 
प्रमेय ((:4): माना कि 
(0) #(9) ४ कोटि के /») का हैंकेल परिवते है; 
(४) #(०) ४ कोटि के /(४) का #परिवते है ; 
(9) /(४) पूर्णतया समाकलनीय तथा [0, ००] पर सतत है, 
तो. 60४7/ ७ (५) उ्टड्20[ 29४/8-7/9 (५/०); ८), 70(५) >> 9. 
उपपत्ति 
809)-[ ० 3५0७) (७7४ #. (0) 
() को #ै-छ हारा गुणा करने पर तथा [0, ००] सीमाझ्रों के मध्य समाकलित करने पर 
2८+३/& ८८+- २ /2 ८० द क्‍ 
। पक १0) | जा नी [| पटक कए ४ | क (5) 


(2) के बाई ओर को फिर से लिखने पर तथा दाई झोर के समाकलन क्रम को बदल देने पर हमें 
निम्नांकित प्राप्त होगा 

] (० )2/४-7/4 ०० प ४४+] /2 

5 | उपक् (४०% | 0) [| ऊ्रैडक्र नए): क |... 0) 
अब हम कल्पना करेंगे कि 28 ८०0 तथा --]< 2४ ४<< 3/2, तथा 


|| 00 3 १// । 2-7 | 4 0 
5 उक्त 7४8) % ० | ३८३ (०) 0) ०२ 





ध्ज  अा | १/(4४)४॥ (4४) (<) ६४ 
को प्राप्त करने के लिये फल (2) या [], 9. 23] का प्रयोग करेंगे जिससे पुन: हमें 
2 2300-४३ (५०); ०००४१ (/७); ००००-१०) 


प्राप्त होगा । इस प्रकार उपपत्ति पूर्ण हुई । 


स्‍्टाइल्जे परिबते तथा #-परिवत ]73 
उदाहरण 7 


माना कि 


हा ] हे 
तब [], 9. 52] के फल (25, में ४--४-5 “5 रखने पर हमें 


९४ (4) -+ | (दशा है “अर ए्ड्े+०+ ३ +ठ्) (>ब्र+४+5 +5) (4) 
« 5१७ (6 ४-४-३ कर ४(८+) . क्‍ 
प्राप्त होगा । 
पुन: फल (3) या [, 9. 30] से 
4 (9) -+शिशलक्ताफ ! अष्तप॥ टडए (-3४) 74 (97) (3) 


प्राप्त होगा । 
प्रमेय के फल में (4) तथा (5) में से मान प्रतिस्थापित करने पर हमें 


(9५४ ८5४७ (--१) 2 (9); 4) स्टवधार ा 7(#+#ब््न- ) 2 (४-+- ) ल्ख् (८2/2) 


८ (44); ॥>0, /08 (४) >> -- 


६. 9॥49 || मु 
« 4#-#-&6- हक 53 


0 5 8 
प्राप्त होगा जो स्टाइल्जे का नवीन परिवते है । 
2. ४&-परिवते 
प्रमेय (2.) : माना कि 
() ४(9) ४ कोटि के /(४) का #-परिवतं है; 


(0) /) पूर्णतया समाकलनीय झौर [0, ००] में संतत है, 
तो #४३४(/४) शेच्ठ दा पक (४/) - क5 मा।: 


उपर्पत्ति 
४( 9) 5:४४ 7 (४); 2) 


४) | जीगेाक्कोएश्क 60) 


]74 भरत सिंह 
(6) को # 7४%, (७/9) से गणा करने पर तथा [0, ००] सीमाओं के मध्य समाकलित करने पर 


[/:%कोडक) कर | ऊ>/_%(०७) [| /(0४७७)७)/ ४ |...“ (0) 
दाई श्रोर के समाकलन के क्रम को बदलने पर 
| कऋगओए७) %|  /00 || /%(०७)६९७) (७)7 % | «७... (8) 
[!, 9. ४6] के सूत्र (55) का उपयोग करने पर हमें (8) से 
(, /%(०७)४७) कक | /(0०्त/थक(2०:१४/०) ६४. (9) 
प्राप्त होगा । श्रव (9) में 
बाम पक्ष + | 2/%/(०७)४(०) % 
हर ( ८१%, (4०) [/») ८; 
् ८ग्म्श १/(बेक (बे ९ (/) 4५ 
80) 


अत: वाम पक्ष ->6/%,(४(/); ८) 
(9) के दाहिनी शोर 


दायां पक्ष कचभ | जकधार&/%,  (267/2:7/2) ८; 


माना कि ४5-८2, तो 
दायाँ पक्ष कत्ग | उ ()4६77/१2॥ ,(267/22) . 22 ८८ 


0 


5 | (०५५)०/4 . &७:(०४५८) ८८ 


4(८ )१/४ | /(४55<4) &3/2/ (८7/2:2) (६7 /4/८) /2 (:८ 
इस प्रकार 
दाया पृक्ष क्‍+ दण्ड /2४/(४१/4) , 4) (3; वो /श) 


(0) तथा () से वांछित फल की प्राप्ति होती है श्ौर उपपत्ति पूरी हो जाती है । 


(!) 


स्टाइल्जे परिवर्त तथा #-परिवर्ते 75 
उदाहरण 2 द 
माना कि. (४) ->४77/2(४--०)-: तो, 
२9) च्छः [०8८ (बच) ]छाश7,(७) न7-७(%) - शव उ09)- ४४7४ 7.00). (5) 
पदक (४/4); १/८) 
--8 | दया 8५५ (१/ ८४) (८१) ४2 ६५४ 
न्‍नरिद्ा4[/(2४) --7(--2४0) ] +26८/07( “-४) 7(४) - 470(:3--४, !+४; -००) (3) 
जहाँ. [(४)5८(००)४27(--४) 7'(] -- ५/2) 7(-- ४/2) ५7५ (]--४; --०८) 
तथा | 7४ ४ [<2, ४८८0, ४८६)- 
अतः प्रमेयः (2:) से हमें 


की (/,, (०/4) कि (4._(०/५) -टाध्यर।2 है (ट्रै)-शाट के हैक (्  ; ८) (।4) 


द्रव ४८ ८ 
-४ 
नी सा त॥20-ाी(-श)]+7(-णेर(०) - +५ (0 3-8 ।+& -«थे: 
| /४ ४ | < ४, ४-+१, 0. 
की प्राप्ति होगी । 
निर्देश 
]. एडल्यी, मेग्सस, ओबर हेटिंगर तथा ट्विकोमी, 7'8७]८६ ० 7687४) पफथ780778, भाग 2, वेटसेन 
प्रोजेक्ट, सकग्राहिल, न्‍्यूया्क 954. 


2“. डहिया, श्रार० एस० तथा सिंह बी०, ॥'&णाव्बगछ ]०0फ्णनं ठ द्वारा 08 (स्वीकृत ) 


५[]373 7375॥43व9 /॥ ७5५०३॥०6[93॥]॥ ?3:॥ ६2 
५४०. 7, [३० 3, ]५।५, ।974, 73865 [77-83 


दो चरों वाले घ-फलनों की कतिपय ग्रपरिमित श्रेणियाँ 


एन० एस० होरा 
गरिणत विभाग, राजकीय महाविद्यालय, रतलाम 


[ प्राप्त--जून 20, 973 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में दो चरों वाले प्र-फलनों की कतिपय श्रेणियाँ संकलित की गयी हैं जिसमें 
ए-फलन को मेलिन-बार्नीज प्रकार के समाकल के रूप में व्यक्त करते हुये तब समाकलन और संकलन के 


क्रम का विनिमय किया गया है | विशिष्ट दर्शाओं के रूप में माइजर के 6-फलन के लिये श्रे णियाँ प्राप्त 
की गई हैं । 


3.957730९६ 


60736 ईघरिएईॉ६९ 5९०४७३९७४ ० ल-शिघ्रटंठताड रण ६० छछशॉ9]2९5. 29 ऐप, 8. &छ072, 
706एब्राएपट्या, 6 थपिल्ायरा05, (70एटफप्राटय (:0!]282, ९ि०(&77 . 


[7 एंड [8०6०7 30776 उशगिया(€ 5८7765 ०ी 7-प्ाला0ा 0(0७० एथ7%7028 2ए6 7667 8प०- 
प्राट्वे पछ 99 €ऊ>76४५॥ 8 (76 7-८ 45 लायप- 38 एए5 बंगाल गे (6१ 477॥27- 


दा्बा28798 6 ०7वेढ: ग्राटहुएगयंण्ण बाते. 8प्कापद्वाएण0... 48 4700परौका' 288८5 ७४8 79ए८ 
09६क्षांपटवे 52-८5 कि थिैटी०78 (ए-पि]९ा079- 


मुनोट तथा कल्ला० द्वारा परिभाषित दो चरों वाले 2-फलन को गुलाटी ने निम्त प्रकार से 
व्यक्त किया है 


(777457722 ) ह (॥74 5779) 9773 है, 
( / 42 2 ८ )5 2? 3 5 ( ५]१4९2 )$ ५3 । / 





[(०७,५ 4५.) [(%, ८७५)-5(4%३ हो द 
[8५.3 24,)-3 [(4५,०249) ) [4३ “934 


42244 7! का 4 7 779 7" 722 ः ८ 
| ए वाह-क) ग्ररत-श्कवाओ (॥-2;0 7/ 7(-०५+५/) 
हि | | है के पा 3 हा 
(गा) या 72. 97 7' 73. 7 4० 
| 7 ((-//+झ25) २४ ४ (4/--4.5) ४ -“4/-+-22/ 

च्यापर्ताई 2 


उच्यामताओ _[च्चश 


78 एन० एस० होरा 


777-4+ख४+20) # <* 66 ४४ 
स्वत, 








५८ (-) 
की 7ए॥-५॥) 7 7ए०-२.४-ख) गय(-॥+7५०-+7१) 
त्फाछुतीओ च्पा 


जहाँ 7, तथा /7., बार्नीज प्रकार के उपयुक्त कंटूर हैं। इनमें से 2., तो 5-तल' में इस प्रकार अ्रवस्थित है 
कि 76, - 2;5), 7--], ..., 3 के पोल' कंटूर के दाहिनी ओर तथा 7"(--०8--४;७), ४7०१), ---. 
और 7(--०4+2/53+2)0, /55, ..., ६ के पोल बाई ओर पड़ें । इसी प्रकार कंटूर 2, #-तल' पर 
स्थित है जिससे /'(४/-2;8), /5-), ..., ४०४ के पोल कंटूर के दाहिनी ओर 7"(]-८,-(८॥४), >5८८7 ५... 
2५ तथा >(]-०--५०--४), ४5८), ..., ह8 के पोल' बाई ओर पड़ें । 
0<€#9<: 4:09 05:75: 49, 05:04: 809 0584 8५, 0<788< 68 

द्विगण समाकल अभिसारी होता है यदि 


2 23 
5» नी < न ४ ट+ <28<0, <€८+ <€ &2- <2,-- <72,/<0 
हा 2 ०2% का जात हे अत  अदआ 


श है! 2 
अं बा- 2 आने अ2फ- कं झआ+ अफछा- अं 28/- जे आप5८०>0 


तत्व उत्यावत 4 त) +च्या3+ 7. / ]+ है 2/(4 4 उच्च 


! 
2 ले: 2 अल 2 ली नल 20 कक पक 20 कट 
ह। स्म्म्त ह। न्2+-7. हि _च्याकुती नह 77709 न हम ह। 


तथा [आ8 9| < ३०४, | ३ ८[<३87/- 

यहाँ पर और आगे सत्र [(७५, 4/,)] के द्वारा (6, 4), (4७ 4,), .-.» (०४७ ४%) प्राचलों के 
सेट का बोध होगा | संकेत (७५) ०,, .... «५ के लिये है। इस शोधपत्र में सर्वत्र अंग्रेजी के बड़े अक्षरों का 
प्रयोग धन पूर्णाकों दे लिये हुआ है । 


इसके आगे (]-]) का दहिता पक्ष | ४ । द्वारा व्यक्त किया गया जावेगा श्ौर यही दो चरों वाला 
वांछित म्न-फलन है । 


इस अनुभाग में हम निम्नांकित ग्रपरिमित श्रेणियों की स्थापना करेंगे । 





प्रथम श्रेणी : 
। (ध--६--7, /),[(4७,) ४५.) (८--7, /; 
हरा (॥2 /“) यो 7 608: 073205407/5 [ (6५.१ (/,) |; [(४/ ५५ 4%,) ] 
२/5० 7 | (2+43.? 2:(4742949) , 43 


(8--#&+?, /),[ (0५, 24.) |, (8-7, 2; 
[ (49,5 <20,) 5 [( 4३) 44.) ] 


-फलनों की कतिपय अपरिमित श्रेणियाँ ]79 





__27(3४-- )7"(6--0-है४6) /नतयतछए३;:08%7529/7  [) 
. 4 (#--4)/ (६--०-#) (2॥743 2205.23; ((त+ 49 4925 43 (2! 


(6-9 0), [(4७७ ४9) (8-7३ 20; [(7%8 (+)) [कर 2५9))].. (2. 
(४+#, 0) [ (69.3 52,) (03% 203 (०५,७ 2%,)): [(* हर] | (2-) 


जहाँ (-) में दिये गये बैधता के प्रतिबन्धों के अतिरिक्त 7२१८(2८--20 --3%) >> 0 


उपपत्ति : 


(2-]) को सिद्ध करने के लिये इसके बाईं श्योर (:) में से मान रखते हैं और समाकलन के क्रम 
को परिवर्तित करके निम्नांकित की प्राप्ति करेंगे । 


(६0 7! १८१ ॥ 7! 777 9 /72 
7 7(8/--2:5) 7 7(---+-40) 77 7४-20 7/7(--०4+ ८7) 














] 
5 ० | 
(&7£)“ / 75 / 75 हा ४ (।--8/+-2;:5) हक 2'(८/--४॥४) पे ४ ([--८; +2/), 77, 
४ (८-०४) 
मे 70-4++ गिर (-०+#+ छोर (6-8) >5 ४ 
न बक 
(रब का-म॥ है 7त-दीतरफकाफ्ीरएनकीरए-४२०) 
2 छ 


5, --०--#--४७, 8+/6-/४; + 


ट (५ --5, !--8--/४ | 48 4६ 


डिक्सन के प्रमेय [3, 9. 362] के प्रयोग से फल प्राप्त होता है अर्थात्‌ 


पर 89.65 ॥] ) __2($८--)/ (4-2 -+- )7"(४--८--।) / (३०--8 --४-+-7 ) 
हा, , 6--८--!/. 7(6+!) 7 (३०४-०+7)/ (३०४-०+१)८४ (४---०--०+-१) 


यदि 72(6--208--20) 2>-2 तथा (१-). 
(2-) की ही भाँति अग्रसर होकर निम्नांकित स्थापना की जा सकती न 
। [०५३ ४63). (नई? / [%% ४३). 


ठ0 (४: 7) (#व57793+7) ; (ए57274)3773 (6-१5 ८) 3 [ (८५५) 42%). 


5 7८ अर ५ 
|| (्‌ 2? 9 न-2)$ *्‌ ॥ 82 +-2)$ 
पाक (0/429328;(4/04272243 | ,, [(8५. #0.)]: (9--#--॥; 0), [(४५,* | 


(0--7, ४); [(/ 4. 74.) | 


कैफ 4 


80 ... एन० एस० होरा 


 (२//--३ ) 7७-४४ -- है) (07572 7) ; (४49723+4)373 है! 
तन & (#&+ 4)/ ६ --0--/) (0302+ 5058 :(47792+2)548 | 





[(८/, 4, ) |; (ध ध /) [(८५ 9 हा (६-- ३ # ८) [८५ 9 )] [2 2) 
[0५५ 29,).5 (0 +* /), [(4५,, 204,)) (१-३४, /); [/9.. 74५.)] | 


वंधता के सारे प्रतिबन्ध (2-]) के ही समान हैं । 
द्वितीय श्रेणी द 
रा (६३ ०7१५ /)9(4५949), -«५ (८५,३4५, ); 


९ हर 39१८-4०? रॉ (#पर ०09) ;(॥909)373 [ (6५५ 4५५) [(०५३2 2#8)-] 
ह् #। (25/0205 23:(9542)5 4 
8 । 4. 3; कि 8 टट [(64,5 3५.) |; [(40,: 20,) 


[9३2 45); 


रा (६5 ५ (६५५ 228 2५7७ 


४ धव्‌ ८7. प्र/फणड) (॥79779)5773 (4/, ४): [(८५,०८०७७)-5 ञ 
ध्ज्क्र (9 नह) 4. (/25/22)05/23 (६4542)2:43 
द थ् [ (0५, ,29५,) ]: [ (40,: 29,)]: 
[६ 43249.) | 


जिसमें (१:) में दिये गये प्रतिबन्धों के भ्रतिरिक्त |; << 


उपपत्ति 


डक कं इसे सिद्ध करने के लिये बाई ओर (-) में से मान रखते हैं और समाकलन का क्रम बदल 
घर हे $ ४ 


ण्त़्‌ 78 | | 7 7 पर 
। के 2'(8/--8/5) रा ([-4८+498) 2-२2) 7 7 -०+60 
अरे 2 ((-/नकट5) है 7०-3४) ॥# 7(-०;-- /) 


बचत चारा 





। हि (([-4+29-+-2॥)7(-०, +-5) 
मं 





ढ 5 गए दवा जआ जौ 5555 त 53353 355+33 तन > 3 >>>+-+9+9+५>+>>9+++3+++++०+>++<+ 7 जा आक ूभातकरु आय अष्बा-4-भ5 ५5 
( (८८-८४) [7 7(४- 2.:-.. 77. #2 0 हल 
है / ; ४ गज (6 ( 8 | हह। न 5-- ४7 /) 


2८ | (--८] --४5; ... 55 दं दा 


-फलनों की कतिपय अपरिमित श्रेणियाँ [8 8 


/ ह ै हि 
च्‌कि ॥ 2040 पर #्‌ 4 «5 6॥--68 5 ८८ : रा न ( 94-98) धयणव-४५ 
अ्रतः (:]) के प्रयोग से फल की प्राप्ति होती है । 


(2-3) की ही भाँति अग्रसर होने पर 


2022 7 | 
की # ! (2]3.22)5.238:(44542)548 


ह [(८/, ५ “%,)_] [ (6६--१ /) (८29 2) 5 | 


72 (8५, 2५.)॥ [(०, 2५,)॥; 
[ ( है| 3? - १8 ) 4 


५ [(८/, “4/,). (697): (5७ ५५); | 
2 


(४7५772 ) ५ (४5 79), 43 ८ 'धी € ८) 
नन (८--22४) 77 पर (५५ 89):/3;07749)43 ! 99 49७ 09 


। -7£४) ः [(०५,, 47) [(4५, 409, ) 
(( “५३०45 
(24) 


की प्राप्ति होती है जहां (-) की बैधता के प्रतिबन्धों के श्रतिरिक्त 





हु <] 
थट 
तृतीय श्रेणी 


/750 # | ८ (०--१)८ (४--#-+-+-/) (0+2, 0903.23; (474942)543 | 





(8-7 0; (49 49). .... (4५.3 <4%,), /-+-०+१५ है; (ढ-+-८६--#--9 है; [ (५५५५,)]7 (०५,५०५,)] 
(&+०-# 7) [(%,, 2५) [७ 20,)|(6, /90)] का 


मत । (6५५ /), (4७ 49 --७ (4५.५ “%7)3 (क--०१--, है 


(8+7,/2)9/3: (47०6 2) 48 [(4५,» ५%३२-) [49 “#8)_ 


[(00,: 234,) | [(८५, “24, ] [( 932 4.) ] डर | 
जहाँ (:) की वधता के प्रतिबन्धों के अतिरिक्त 7९८(७--#) >>0 


उपपत्ति 


(2-5) को सिद्ध करने के लिये बाई ओर के -फलन में (:]) को व्यवहृत करते हैं श्ौर संकलन 
तथा समाकलन का क्रम परिवर्तित कर देते हैं तो पाते हैँ कि द 


82 द एन० एस० होरा 


४(3/8--) , 
#+») “हुक 


तब व्यंजक निम्न रूप धारण कर लेता है 


छ्जः | 8 | 


7(४३०-४-४ ह 7(8-2;0)7(7-७+7) 7 7(--०67+-4/8) 
बन ' है बा */। 





॥ _ञह-8--23) ४ २_(6/-4:5)7(०+ ] -- ७) 7"(४ -- 4, -- £5) 


त्याग 
य 


7 7-09) 777 -4+6%) 7 ग(-ब+खर+ खा 2 ४ 





गा 
५८ 
॥ 2(-४--2/) | (4-५४ | 7(8-ट8- 20) // 7(-॥- थ 
>तच्या३ ०7773 -- 
- 7) 
7"&+)7"(०-%) | 8+, #-०र्नी। # “>ब्य-/5 7 /, /। 
कुछ 7 8--४५.) ४ $ 38, ०, #--#--, ४-० --४४ | हे 
ड्गल के सूत्र [5, 9. 372] को व्यवहृत करने पर वांछित फल प्राप्त होता है अर्थात्‌ 
ए | 34--4, 9, ८, ८ ] 
डर5, 6--8--7, 4-- ८न-7, ६--६-- 
7(०--४+)7(०--४+])7"(४- ४]-) 7४० -०-7४८+ ) ए८(६--४--०--४)>--] 





नत कु का 6--9-८०को) (6-० ४क) 7 (४-- ४- ० 7) ? 
(2-5) की ही विधि का पालन करते हुये हमें 


० (४-90) 77 (8॥-+-7) (।--७- | )+(6)+/ (०--/) ++शय३॥78+70: (7579) 373 है 
१8 [ 286 -7)4 (# है न ] न) (87?.224 53.23; का रॉ 





70 
[(८५५,३ “#,)- (ध4-7 79 /)2 (०9209) (6५,००४७५): (“न 6-7, /), (०--०]---- , ?/(५७*शे] 
[(8५,324,).] (#-०4-/५ ४) [(4५,,24,) | [( 43) 94). 
[(4५  /4/,)]: (47//), (०99०५) (८५५9०८%७)१ 
(०--८]--7, ४)[(%,, <%,)) | 46) 
(04,929, ) 5 [ (44,422, ) ]:[ ( /0.)7 9, ) ] 
की प्राप्ति होती है जिसकी वेधता के प्रतिबन्ध (2:5) की ही भाँति है । 


(70 9779) : 75772) 3773 
न 7 (0 )3,23; ((249)243 





विशिष्ट दशायें 


समस्त बड़े अ्रक्षरों को इकाई के तुल्य मान कर, ॥9५5-५४०-, ॥५5०॥३४०६३ ८ ६४८5/१३7१०, 
रखकर तथा गुलाटी के सूत्र का अर्थात्‌ 


7-फलनों की कतिपय ग्रपरिमित श्रेणियाँ ]83 


। (4५,)3 (०५५) 


मा हक (275779) : 075779)5773 (८/५) 
4 7 (0]7?205.28;(47742)543 हो 
& | (00, ): (4५, ) 
(99) 
आर बाजपेई के सूत्र [4, -5] अर्थात्‌ 
। (८५); «« 
है 5 55000 कह >> आओ 72 (४ | (८५) । 


का उपयोग करते हुये हमें (2-) से छाबरा3 द्वारा दिये गये माइजर के 6-फलन की ग्रपरिमित श्रेणी 
प्राप्त होती है । 


कृतज्ञता-ज्ञापत्र 
लेखक डा० एस० सी० गुलाटी श्रत्यन्त आमभारी हैं जिन्होंने इस शोधपत्र की तैयारी में मार्गदर्शन _ 
किया । 
निर्देश 

8,  मुनोट,, पी० सी०, तथा कल्‍ला, एस० एल०, (प्रेषित) 
2... गुलाटी, एच० सी०, (प्रेषित) 
3. मंकराबट, टी० एम०, #'प्रशट078 ०03 (07.65 ५४४० ०]९, लन्दव 962. 
4.  बाजपेई, एस० डी०, (प्रेषित) 
5. 


छाबरा, एस० पी०, पी० एच-डी० थींसिस, रविशंकर विश्वविद्यालय, रायपुर, 968. 


४]737]3 ?375॥3 06 /#॥0छ53॥70॥97॥ ?9६7|0 28 
४०. |7, |३०. 3, |४५, 974, 798०६ 85-|95 


सा्वोकृत सछ-फलन के प्रसार सूत्र 


आ२र० के० सक्सेना तथा जी० सी० मोदी 
गणित विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


[ प्राप्त--सितम्बर ]2, 973 ] 


सारांश 


अत 


प्रस्तुत शोध पत्र का उद्देश्य संक्रियात्मक कलन द्वारा दो चरों वाले 2-फलन से सम्ब्द्ध कतिपय 
समाकलो का मान ज्ञात करना और दो चरों वाले 22-फलन के हेत कतिपय प्रसार सत्रों का मान ज्ञात 
करने के लिये उन्हें व्यवह्ृत करना है । 


39578 ८६ 


ऋज्फुबाणडांता ई0-फप्लॉबढ ० 8 इ९्शल्शनॉयडटतें स-चि्रटछेत्म, 2) 7. , 588४९००७ 
बाद (5. (४. १४०93, ॥0609270776०॥ ० /६॥]7९४०७(:४८5, एगआएकआ7फए 0 ]040797०, ]00670ए9प7. 


गड्ाढ 605०४ 0का$ एबए6० 45 60 €एश्योपथा6 8006 |प९ए-क६३ 85850 ठं६(८१ णय पाल स-पा८- 
पठा 0७० एद्ापं६0]68 9ए खाटबएत3 ० 0एच्कक्‍बाण्पबी टब्बोटपो प5 बचत ६0 थ/०ए फिीठ्य 9 ९एकपथ्रा- 
778 ८87 €डएद्रा:0फ0 077रप्र8८ 607 6 उउ-पिटएं०7 0६७४० ए2779 0] ९३ 


कल्ला तथा मुनोट [7, 9. 67] के द्वारा प्राप्त दो चरों वाले सार्वीक्ृत #-फलन को सकक्‍तसेना 
[2, 9. 785] की अंकन पद्धति में निम्त प्रकार से परिभाषित एवं प्रदर्शित किया जाता है 


(० 0) ॥ 


् 6, #, 723 2745 !४३9 - ४ | (६, ०) (८, हि 
र्र्य लि कल 47५, [4:00], #, [8:27] 


(/॥ 6) 
(8, 8); (०, 8) रे 
>छत्ाज [3 [3 शाणिकणेखक्कशेआााव्काक,.... (].) 





_*(७, ०) के द्वारा (७,, ८ (८, ०) के द्वारा (८[9 ०4)9 ««*३ (०,, ०५) की बोध होता है 


86 आर० के० सक्सेना तथा जी० सी० मोदी 
जहाँ रिक्त गणनफल को इकाई माना जावेगा और 


7॥74 गत 
पं 7(8+/ध०्)े [7 य([-०-ण्ग 
हि 4 हब 


4 
 7(--08-8्) सर] एशधु+व्यु ४) 
गजुता हिना हे 











रे 


४। (४) +२ 


१79 477 
(7 7ा(०+ कण २7 7(7-०-१० 
है 4 
2५ (०) ++ व लपाक अर आााक 
9 [क 
7 गात-०४-भुणे ४ ४०-१० 
779+-7. /227र_7 हैं 
तथा 
४ 8 
5 (# -<०0]) 
५५० आय अं कल ४2 ४लज। 
ह 7(--० ०४१) 77 7(॥-०९३) 
8! $ ३ 


निम्तनांकित सरलीकृत कल्पनायें भी की जावेंगी : 
() 0<&87 4, [€आा< 2, 0082: 6, 75:%972<: 72, 0&/<€ ८. 
(॥) है का, 7५% 773 7939 4, 2, ८, 2, & तथा # अन्‌ण पूर्णोंक हैं । 
(४) समाकल्य के समस्त पोल सरल हैं । 


((०) समस्त 6, 8, ८, 4, ०, ३ ० 8, % », 6 तथा #$ सत्य हैं श्रौर समस्त ०, 8, 9५ % 0 तथा 
$ ४-० त्मक हैं, 


(ए) समाकल (-]) अभिसारी होता है यदि 


2 5 4 हट 
| शा 0 अप | न ९] गम ०] &€:0, 


5 2 हट ८ 
हा 0] पा ४ 0 आन ०४0. 


प्रा 


47५ है ५9 9 
/ रै 


| थाहु ४ | << हे | 72 9 [<_ 








है 


जहाँ 


8 आय अत आय किक 
5 का ष््प 2 आल कु 8 2333 


/८॥ हु ॥ ये 


सार्वक्षित #-फलन के प्रसार सूत्र 87 
तथा 
7779 


है 729 &; 4 # 2 ॥ 2 
99 75 < |0-- 2 0 ०7८० कल, 5 का तर हे 0 कल 0--< ९|:>0. 
है 4 नै है 


हब ग्रा2+ 722 
चिर-प्रतिष्ठित लैपलास के समाकल 


2(/) त्# | (४7४ #(8) &7 .. (9) 


को परम्परागत संकेत 


8(/2)5+/(४) 
द्वारा प्रदशिति किया जावेगा । 


सक्सेना [2, ॥, 9. 8!] ने निम्तांकित प्रमेयों को सिद्ध किया है: 
() यदि $(/) :</(४) 


तथा ४७, #, है) 5 ४, (७४) / (8)५ 


तो 6-7 (6-6४ + ८४१-7क (न) ४/--26-7 (४). ए(, 8, 2./(००) . (-3) 
यदि समाकल पूर्णतया अभिसारी हों 7(८०) ०0, 2(0) 0 तथा /(/) निराश्रित हो । 

(४) यदि %(»)55/(/) 

तथा ४(७, #, है) 76, (१४) / ४), 

तो ० | ९0087 ०6 (८६-+ 6058 0/()-7 %(७ _-8 ८0०59 6") 40/ --४४(५, ०, /8), ([-4) 


यदि समाकल पूर्णतया अभिसारी हों तथा 22(8)>0. 


उपप्रमेय : »-४, रखने पर हमें निम्नांकित फल प्राप्त होगा 
() यदि %(#) 55 (6) 
तथा 9(/) ज॑ ४777 / ४) 


ऐ ँ 88 +- 2 वा हर |॒ 
तो | की (८+४+००)-7% 777“) 4 | (7 (0+2%/4०) 79(0--2९/००),. (१:5) 


यदि समाकल पूर्णोतया अभिसारो हों तथा 
87 5 
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(9) यदि %(#) ज्व/ 6) 

तथा 6(8)) 7-४7 /0४,, 

तो हा ९०४ ट (4-9 ००श१ 6/)77.% ((--8 ८०श 0) ४0 -« ्र (2-4)778(/--/). ("0) 
यदि समाकल पूर्णातया अभिसारी हों तथा “०(४७)->0. 


समाकल 


#7-? (#--4--7/)7९ 7४ 
धरा (०-79 5), (6) | 
पक (०, ०); (०, %) 


रण ( ९) 
(2--47--7४7)” (७, 8); (४, 8) 


(+7, हव5 793 2775 ॥72 


2६7 [4 : 6], 7, [8 : 2] ध। 














््ि (्‌१+7० 
४०0 /"(४--4) 
मर (4--०-०, ४), ((--०--४-+-25, ४), (८, ह 
/+ 8, 75 799 77435 7779 हि रे 5) (4५ मै) 2-) 
&+2, [4 ; 2], 7+7, [8 : 2] / 3 पु 
न (/ ९), 08 3४ ४) ( 
कर्क हि 
(8, 8); ४, 6) 
जहाँ ०७ ०४६६० ४७५ ४०५ | शहट 4 [द-क्र | भड्ट ० |< -ठः 
०; , : ८) [ 0 43 पु 

[ण्न नह हुन/ है) >0 0<क कक हुन# है+)>] 20) |, 


पन्नों, 9.3 शय७ उत्त 9 --७ |93 4 0(4--24//7) ०0, 
कि (०१7/8 (#-]- 6/---7/7)-०-॥ 
0 
| (गन, 8), (० | 
है 4८ - 727)” (६, ०) ) (८, ») 


ण्शः (/) ९) 
(?--4/-777) ७, 8); (४, 8) 


/+7, ॥$ 893 725 ॥779 
8छ+7, [4 ८], /€, [5 : 2] 


सार्वीक्ृत 22-फलन के प्रसार सूत्र 89 


क से ((-+-24/ (280 )7//65% 
(7०५ £)५ (८, ह 
या (०, ०); (०, ») 


(+व+ 775 7295 7775 7779 


2 479+4, [4 : 2], 7, [8 : 2] (22) 








० (रन्‍, ९) 
-+4+%/ /ि 
(५ ५८ (४7)) (8, 8); (६, 8) 
जहाँ ८००४ ०५६:0; ४॥$ ४9)7:0; | थाह ४ | न्ठ5 [ धएए ० |[<< 5 


6; 4; * 
5-४ है) >0, #5-+ , ..., 70; 2, त्ऋ, «०३ 724« 
हे 


8७) >0, ऋ(न-20/ 60) >0, ह(०+३+६ ॥ 


| ८059 9(9) (6-+-/ ८०058 0/)-77० 
(०-3 *)3 (6; | 
५9008 8 
(, ९) 


(8, 8); (४, 0) 


4 


प ८०४7 0/)* 





/+ 7, 25 93 745 ॥79 


25439 4व, [4 : ८], #', [8 : 70] 46 


० 
(4-2 ००») 9) 








५/ क्र! दर ।(क्‍ 4* ब 2 2 


नत्ठुल्ता (न्पए | «० हफुनाार 
हि (]-०-०, /), (० + [-- 9-25, /), (6 | 


(+299 ॥| ,१295 77745 १72 हर (६, ०); (८, ») 


24842, [4 : ८], #+7 [8 : 2] (/ ९), (०-+॥+०, /) 
3 3 ड् प 
(8, 93)8 (4, 9) 


(23) 
० 
2प्व्‌ ! 





८78५ 4४9५ 


जहाँ «॥१ ०४६६0; ४५ ४४०9 | भडे ४ "ठगी | भा ० चित्र 





हे ८087 5 (५48 ८०४४ 0/) 7० 
* णि 


“2(2?)-0, 0</ ०--४# छत! हैं+)>| 70०) |; ३८७-,.... #43 / कतमे. --७७ ?॥9- 
६ | 


(०--7, /£), (४, | 


ध ००5४ 0/)£४ | (०, ०); (०, १) 


कर 5 आशिक] 
(धप2 ०059 है): | (8, 8); (०, ») 


(/+, ॥45 7795 274 3 7775 


# 
><75., [4 : 2], 75, [8: 7] 40 


आरण० के० सक्सेना तथा जी० सी० मोदी 
हा (947०, /), (०, 0) 
0 
(/, ९) 
॥॥ 
| +8/ | [(8, 8); (४, 8) 


490 


न 7]$५ 7295 27]5 ा्ठु 


ण्य (5) (02) 0 78 94, [4 : ८], #, [8 : 2] 


पा ९2 9, 


जहाँ ०५७ ०४६६0; 9५ १४०0 | शहट ६ ' <- 57, | थड० [<- 65; 





932 


402) >0, 72(४/--4):>0 #०-- -# ढ़ नी! )>0 हनन 30 ०३ 0 के ।4 5457 है! 
समाकलों की उपपत्ति 


यदि हम 


/0)5+7 मे [4] 
मानें तो सक्सेना? तथा एडेंल्यी [3 9. 38 (28)] के अनुसार हमें 
का ([--०, £), (४, | 
८+7, 8१, १०9 , 777+ , 20 ! (6, ०); (6, ») 
० ()क्तॉ-ह चिक+ा कह हा ॥/॥| 
० (५ ९) 
छः 


॥ 





(8, /8); (4, ०) 
5-९ (6), 


20 
-7/2 --- / 0-7. /2 
तथा 77०70) -77-|ब्क् [4] 


रे (रे 0०, १) 5 (९, 9). 
220 कोर 6 0) 
(, $) 


(0, 8); (४, 9) 


/+7, ॥9 9, ॥74+ ॥79 


१7-१/2 47%&+, [4 : 2], 2, [8 : 2] 





रे 
6 
(2 
590), 
सी] 77५ / 
5,00७ /७) -+7#, (७) मे [2] 


23९४ 
तारे ० (/ 58) 
। 


द न ठुत्पा छन्पड हज ] ) 


सार्वक्षत 7-फलन के प्रसार सूत्र 9] 


हा (6--9-+ 7, /£), (०--०--“4--४45, ४), (४, | 
29४ (८, ८); (०, 9) 
० (५ ९), (०+|ै75, £) 


है (6, 8) 9 (६५ 0) 


'+>>-कन्‍न> 


/+4 74 3 7793 7745 779 
ढ4 47 6५9, [ 4 ; 2], 7+7, [8 : 70] 


नह (97, (0, १) 
(-6), (-3), (-:4) तथा (-5), के प्रयोग से हमें क्रमश: (2-), (2-2), (2:39) तथा (2-4) की प्राप्ति 
होती है । 


प्रसार सूत्र 


। 


५... | $+० 8), (० ह 
(छ+4४%))*| (७, ०); (० 9) 
(6 ४) 
(8, 8); (०, 9 _॥ 


(न7, 275 895 7745 772 
“| [2-०0 ' ह् 
(2-+40/(५7)77/7-०;घ8/ |, [4 ; 0], 7', [8 : 2] 
ठ न 
(2772७ (47५) 





किन 





447 5 
_.27०-7४४ 2 है सा, 
गत /2 नम 955 4 >> | ) 


(3 +-०, #), (ड्ै+०-+-25, /५ (०४; | 


72 
/१47/ * 
2 आवक 72१3 772५ 775 7779 | | (6, ०) हे (6) 2० हर [ ) 
ोः &+2, [4 0], 7 4, [8: *] 
० (५ ९), (०-+४-+ 9३ £) 
2//0/ 


(0, 8), (८, ०) 


पं 77९ लक 47९५ 
जहां ५००३५ ०9250; ५,, ९,३7०0; | भए्ु ५ | <“ठ [ काह ० | न 


ह 


फ ([+०+# 2 है 2०0, मसल मम 
9. ० 


#(9) >0, 26) >0, #(#+-25/ (३) >0. 





५... $+० ०); (% के 
| 800 ॥ "40004 59%) 
_०_ (, $) 

(/- 4)” (5, 8); (४, ») | 


हा &+7, 743 293 775 ४792 
(4-.)7 शा (76,4, [७:०८], #, [8 :2] 
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9४5 
!। ।( हे -क | 
॥/ (2-09 श्र ५ 
हब 7 लो) 
| 3झ--०, /) (०+बै--25, ४) (० 0) 





| 
१607 * 
/+ 2, 775 7795५ 77]5 779 कु ४ ५); (6 9) (32) 
है थ ; 
&+29, [4 : ८], #+3, [8 : |] है (/; 4), (०-+-3--5, /) 
कु 
|_ 4 (0, /); (६, 0) 
पसहाँ ५०१); ००५<६.0; ५४. ५५:०० | व्ण्ड ४ | ्> » | गा ० 2 


हु )>० 2 । 20.) छ#+र, -... 77५५ 


(00ै>0, 2(/--4)0. (2-) (2-2) (2:3) तथा (2-4) में दिये गये फलों से सरलतापूवक सूत्र 
(3-]) तथा (3-2) प्राप्त होते हैं । । 


[ कल ही 


विशिष्ट दशायें 


मोदी* द्वारा दिये गये ऐपेल फलनों तथा सार्वीक्त “४-फलन के लिये दिये गये सम्बन्धों के आधार 
पर हम (2-)) और (3-) फलों से निम्नांकित नवीन समाकलों को सरलतापूर्व॑क प्राप्त कर सकते हैं 


244 +-+ ४६ 


धर 0-9 / 29९१ --१--७ श * 5 शी मर मय अल नकल जन 3 अ जलन बल जनक जपजिर जीत थ जडज मल जक अल अल 
| (०-० (#-- (४--१४२) + +न ० की ऋफाक्ा! छाक्नक्म * 


467 
27-० ,//77 7 ( /) था ता 
/ग्पए [्‌ट, (।--०) (०) ४ (८) ४.0 2 5 2 (5-४) 


गज 40 मी गजल कब 28 मी! 
! (--०, !); (--०, !) 
(०न-॥+59 )3 (/3 7) 

(0, ); (0, ) 


जहाँ | ४ |+| ० |<, 2(/) >0, 2) 0 तथा | 0<#(०--)>]| 77७) |. 


2, 4, 4, 3, 4. 


२८7५, [:4], 3, [7 : 7] (4:) 


“5० 


--- रा जया ) 


४ 0-9 हि मन 2)-4-० [7 ५२२२ पतन नकन+> मनन अल 
[ ०-९ (#--4/--१82)-7-० #, (+-%; & ८८% % सज्ीकः उपकपकऋ) * 


सार्वक्रित :2-फलन के प्रसार सूत्र 95: 


(बा हो 
०-0 7८ बह  (0)2 (४) (4) श्र हो ] 
477४ / (६) ४ (८) ४(--०) ४०० ४४ 7"(5-+) 





अनननालक 
उनलनमनागीए, 


(।--०--०, ), ([+०--०४+४5, 2) 
24 03 8 308 
25 +.५ ग.3 49 [7. ह 2 59 
26 47५, [0 : 4], 3, [2:22] म (42) 
0 (०-+ 9-75, ।.) 


0. ॥0 75 (558 5 हो हो  त्त) 





जहाँ | ० |+[० |[<१, 77४) ->0, २०)-०0, तथा 0<#(०--१) >| 2») |. 
| बन »72" ....] --0 है: हि _-_४८४_ --- है 
| बी 22 अल [० दे 2+ 48 + 7. /-+-4/--7/ हे 
40 ४ 
! किट की 
27-०,/॥ (9) 7"(४)+” ७ | बा ) 


जिला 80050 के, (४) हर 25 7+]) 








([--०--५, 2), (--०+-०+25, !), (४, ' 


३ 
हु पा 0, 0, 3, ॥ ! घ (4-3) 
3, [0 : 0], ॥, [६ : 2] 
३ (०+$+2, 7) 


20 गोद गज वी) 


जहाँ | ४ |४१--| ० [॥१<, 2(४७) 0, 260)>0, तथा 0<#(०-+-)>| #२(») | 


09 ॥ (ठ+% 6, ८५ 2 4१--24//7 9 आह, 


] 
2 वाह कह 200 0६6 72047 गिल हा 
न्पुल्फज्तुत ०) ी7 छा ५2४ 76+7) 
(ह--०, ), ($-+०--22 । 
2, ) 7, 7५ 7 24 | (]--७ ); (-०, !) (4९4) 
५, [ : 75; ० 0 : गण (0-5, ५ 9 7) 


(0, ); (0, ) 


) हज | न्‍ 
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खो 2 हा 0 
हाँ स्फक । बा ज्क <], 77(4--25//7) 0, 77(४)>0, /7७)-० 
2 बन्द 
(इ+०%१% 4 सजा गर्म 





री पा 

2-०-ग्य0)78) (0+25/6ह7/-० ह _ ४ 
चत-. धम्ा/87/ 3-०) ८ (४) / (०) , 25 ["(४--॥) 

20 ]7% जल) 

| ही 6 

(-० !) (-० 7!) गा 
० (०-+-+5, 7) 
! 0 + 7070, 7) 75) 


24, 35 १., 44, यु 
>< 47५, 5 जगह 8] 









हज कह पाक 0, 260)>0, तथा 70(३--2९८ 
जहाँ लि तह 220, 7९(४)>0, तथा </(4-5४४7, 


यम काका) 
6 2 को (2577) ((+2४/४7) 


निकल | 
2-7/8-० 7 (४) 7७) ((+३3९८९) (९ £ हर 
४ (०7४३-०4 (डेरा )2 (४) ६-0 25 7(४--) 





५ | ($+०, 7) 2080 6800 
2 कि 0, 0, २. ॥7. ! लक (4-6) 
0 : 2:2५ न 
3. 0 * 0::0:5[ ] हे अप [) 
44 (0, ), (!--४, ); (0, !), (--४, ह 


|2 ] ॥2 
जल कल मजा )>>0, 0, # | 
+क््श्क्क <], (४0-20, 27(7)>0, तथा ४ (4-८४) 





बी 
जहाँ. कक 


इसी प्रकार के फल (2-2), (2:39), (2-4) तथा (3-2) से भी प्राप्त किये जा सकते हैं । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक द्वव प्रो० आर० एस० कुशवाहा के अत्यन्त आभारी हैं जिन्होंते इस शोध पत्र की तेयारी 
में प्रोत्साहन दिया । ' 


सार्वीक्षत 7-फलन के प्रसार सूत्र 95 
निर्देश 


मुनोट, पी० सी० तथा कल्‍ला, एस० एल०, एप्ाए. ४०, 6९. ॥'५०. (९०. 97] 56०. 
0. 24, 67-84 


(0) सबसेता, आर० के०, एमए, ९७८. १९, "पट, रिटए, 97 867. 4. 2, 85-9] 
(2) बहा, //७६॥. 3772&]2८2, 964, 54, 8-84 
एडडल्यी, ए० इत्यादि, ॥'४४०]८४ ०6 47८87 ६7280775, भाग 7, मेकग्राहिल 953 


मोदी, जी० सी०, याकोहामा मंथ० जनं०, 973 (प्रकाशनाधीन) 


४ [3॥]3 7875॥]934 /&॥053॥098॥3॥ ?3६0/[|८8 
४०0!|. ।7, ४०. 3, |७॥५, 4974, 238०5 ।97-209 


हाइपरज्यामितीय फलनों वाले परिमित संकलन 


बी० एस० अग्रवाल तथा श्रार० सी० मांगलिक 
गणित विभाग, राजकीय विज्ञान महाविद्यालय, ग्वालियर 


[ प्राप्त--अप्रेल 9, 974 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य अन्तर आपरेटरों, ५ तथा #, का उपयोग करते हुये कतिपय तत्समिकायें 
प्राप्त करना है जो ४ पदों का अन्तर प्रदान करें। अत्यन्त सरल तत्समिकाओं से प्रारम्भ करके इस 
प्रकार के फलों को सरलता से प्राप्त किया जा सकता है । 


9572८: 


एपफ॑(९ डफप्फाफाबाएंण्म्रड बंशएगेरांगर घजएछ९#8०९००्घ०९ॉेट चितरट/॑०गा5,. 29 8.0. स्‍ै887- 


एबं ब70 रि, 6. बाहर, ॥6एब-ए67 ता दाप्रदाबातं28, (+०एलाग्रापलयां 5267०० (0॥686, 
(+५४७१07- 


'ए॥ल ठ>6० ०5 छदुए6० 48 [0 ठ7ब्वए टढलथांग ववेंद्याए(68 एुएांग2 (76 वार्ििटाः७१०९ ०६ ॥; 
(९०775, परञ्मग8 तिडिटाटल 0ए9द-8075 0५ बाते &.._ ॥045 कंग्राटटडपंशह (0 2006 एव: डा 778 
शा ए6०ए धंग्रए6 46८८8 गै09 इपद्क एए९ ० ग7907#47४ 765पॉँ४ ८80 76 ठं&/ए८टत. 


ऐसे अनेक फल पाये जाते हैं जो गास श्रेणी के प्रथम £ पदों कें योग को अपरिमित ३2, (!)श्रेणी 
के रूप में व्यक्त करते हैं । ये फल हिल (907, 908) तथा व्हिपल (930) के हैं। रामानुजम ने भी 
एक तत्सभिका प्रदान की थी जिसकी उपपत्ति डालिंग (93)) तथा वाटसन (990) द्वारा दी गई । बेली 
(93]) तथा हाडकिन्सन ने भी वाट्सन के फल [], 9. 8]] के विभिन्न सार्वीकरण दिये हैं। हाल ही 
में अग्रवाल) ने अन्तर आपरेटरों के व्यवहार द्वारा 47, (!) का एक नवीन रूपान्तरण प्रस्तुत 
किया है, 


/ (2-- ५): (०--८) प | ], --#४7+, 6, 0 ] 
४4 (6४--०--१) * १०, ८, --4-]-9--८--४४7-+-४ 


_ 2'(४--4+-%9४-/) ४ (४-- 8 --77--7 ) का के [, -४न- , 4, 2 (-] 
.. ॥(४+#-7०0) 7 (6--०-- 8 +-78--४) * ? [०, ४+-४४--३, |-- ४ 8 ) 
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इससे बैली का फल [!, 9. 8!] विशिष्ट दशा के रूप में प्राप्त किया जा सकता है, 


2. हम [3, 9. 20] को 
द 0 (०) चर (ब-न-)- 7 (०) 
0०) २ 0 [/५४/ (०)] 
तथा 49% (०) न (०+?) 
परिभाषित करंगे जिससे &-- ]55 /६ 
हमने प्रमेय [3, 2. 5!, 9 34], 


०7(/(०)४५(०))। 7८ हे ८४7? /६ (०+?) - 57४३०): 
का तथा सुपरिचित रूपान्तरण 


0, [7 % ४; (८--४५), कट 6, 0-६८ 
पल | 8, ८ | (८) के 8, 4--4--6--॥१: | 


का भी प्रयोग किया है । 





7७) 7 (०+-॥) (6) (५) रे 
(7९) आह आज आह या 


पर विचार करें जिसमें ८ तथा # ० के फलन हैं । पुनरावत्ति करने पर हमें 


आधे +6 (0-६८) 
० (75, का 0 अल 





प्राप्त होगा । 


इसी तरह (2-5) का उपयोग करते हुये दिखा सकते हैं कि 


अध ८ (9-- ८), _ ८ / ८ पा । --72, 6, ४---८ 
लि (7४7६) (ली 6 के लि, का मत 


4, हम निम्नांकित फलों को सिद्ध करेगे 


किसके 4-०- हे 
(+०क ४ (70४7 १८ 











ध, 867 ५ पट हे कस | (६-०८ ) क्र हि & ६-- । ८-7८ (६ )४( 6) 


|! (६) 


(2-]) 
(2-2) 
(2-8) 
(2*4) 


(23) 


(20) 


(3-]) 


(3-2) 


(3-3) 


7 मा, है ही कल (6--8) (४-2 )४(6-- ८)» 
॥ (8 ( ] हा ०८) 
(4 ॥ 


(4-2) 


 हाइपरज्यामितीय फलनों वाले परिमित संकलन 99 
फ ध-- ८, ६-- ध++८--; &-> ६ न54 
65% हा ] (6--८--०- ४ ) & ( म क | 


०/--८--८०८--१४--] (4--८४-+ )#(४-- «--) 
/ (४--  ); 





(473) 


जहाँ प्रत्यय ४ से यह सूचित होता है कि £' श्रेणी के केवल प्रथम ४ पद ही प्रसार में सम्मिलित किये 
जाते हैं । 

5. उपपत्ति : 

फल (4-) को सिद्ध करने के लिये निम्नांकित तत्समक पर विचार करे 


बी जल या (5-]) 
(७) 7(०४) 7 7छ/छ _#(७)7६७४) 





(5-]) में बाई ओर (3-3) को और दाहिनी ओर आपरेटर (77--)₹ को व्यवहृत करने पर 


(0--७--) ) ४ नि कक 2 - (8-- ०), वि [ --27, 6, --८ | 
(0)% ह 3 | 6, 2--9-+ ८--/४ (6)» 4, ।--8-+-6-- १ 





2 “777, ८, 
»| कट 5 


प्राप्त होगा । अब (5-2) में बाई ओर (2-6) का उपयोग करने पर तथा 8--४--४८-०७5--४ रखने पर 
उसका दायाँ पक्ष सालशुटज का ३7”, () बन जाता है। अतः फल (4-) श्राप्त हुआ । 








इसी प्रकार 
गा 8) / (८) 2(५) ४६८) 3 5 मी (&--8) (559) 
(0-+4) / (6) (७9) (6७) २ (6-+-)4 (४) 
ध 7(०)7"०) _ (४7५० __ (५402 ४) _ (४-- । 
५30 एप छोर एए+) 7: एड 0. 7 


तत्समकों से प्रारम्भ करने पर फल (4-2) तथा (4-3) प्राप्त किये जा सकते हैं । 


6. फल (4-2) तथा (4-) को समाप्य ,7? (]) श्रेणियों के दो संलग्त फलनों के अन्तर के रूप 
में प्रस्तुत किया जा सकता है । ये क्रमशः इस प्रकार हैं 


(0-27५-)०0-#-907/5 कक (6-) 
तथा 0-/ए(#-%-७-9#७-)७-० ज्ञ ह (6-2) 


जहाँ थी लत 244 | हर 
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यहीं नहीं, फल (4-3) को निम्नांकित रूप में प्रस्तुत किया जा सकता है : 


॥ 2 [ ॥ ] 
०3 ( 0--)#(4--4) (6-3) 


[| की (6-54) 77 #-+-, १५3 /+-) 6३८ (--7), 


निदंश 


]. स्‍लेटर, एल० जे०, .छ्ाल-गांगटत लएछ0००९९०णाढलाणं० फकपा०एऐ०75, केम्ब्रिज, 966. 
2. अग्रवाल, बी० एम०, विज्ञान परिषद अनुसंधान पत्रिका 973, 6, 69. 


3. भिल्ने-थामसन, एल० एम०, ४० 0ग०पाप5 ० सपग्रां।० 7)#८7८००८5, मेंकसिलन- कस्पनी, 
933. 


४ ][7373 ?9875॥9 4 /70७53॥ 6 [93॥ २9६5॥[।८3 
४०! 7, ॥३०. 3, |४५ 974, 792०5 20-205 


व्हिटिकर फलन श्रेणी वाले हत श्रेणी सम्बन्ध 
आर० के० सवसेना तथा पी० एल० सेठो 
गणित विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 
[ प्राप्त--सितम्बर 24, 973 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र में निम्नांकित द्वत श्रेणी सम्बन्धों का हल प्राप्त किया गया है : 


है 4 (7(3-#-४)]४(३-६+7) 


काज[ एप्प क्ाजप उ7र्घ+-+_/;ै. --7/.) : ] 
४50... [4 ($-7/-)-४) | / (३ --/--0--१) ॥4 ४ (७) च्च(४30 9 () 
तथा 
स / (+--/(/--१४ 
वि ल न #7#ऋ) * ४५); 2<४< ०० (2) 


जहाँ /7%,,(») व्हिटेकर फलन है, )>0, 7(#--0)<3--[7९४ #| /(४) तथा &(») संस्तुत फलन हैं। 
इस निर्मेय को अज्ञात गरुणांक 4» ज्ञात करने जेसे .समानीत करके इसका. हल प्रात करते हैं । 


43095(72 ८९६४ 


एफ बवणनडोी डट्लंरड #शगए्रंए्तड वंघरतर्ांतहु 5०क्‍ऑॉटड ० भशाप्रं।गैंप९ट४ सिाटांठमाड 29 


7. 7. 582्७९८०६४४ बयत 2, 7... 560, 26ए9६0॥ा7677 0 ५दधरव्ा4205, एंपरएटआए णी ]048एपफ7 
3०4४9 पा हे 


गा पं एएटइटाए? 93067, ६96 80प707 676 लि०फाग्र वपदों इटापटड एटी0075 छत 06 
०9६%४४८० । 


[4 ($-/#- १) [27 (3 --£-- 7४) 
2 व फितु- # 9 तु कक है चर) ९८४६. (0) 
बे 


दी 3 हर मी 0 
हि सी (8 (5) " 8(%): ै॥< ४< 00 छठ (2) 


*गणित विभाग, सुलेमानिया विश्वविद्यालय, ईराक्र हु ०" 


902 : आर० के० मसकक्‍सेना तथा पी० एल०» सेठी 


छग्काल 4, (७) 75 3 शैग्रापबास्टड पफििएाएआडई, 2>0, 7(४--१(<३-| 7१४ # |, / (४) ००वें 8९४) 
276 ए97८8८-796० फिट।098.,.. 786 8000 75 65 ब7८व 99 7<540टंग& 786 97076छऋा (0 ए/ 
०708 ६४6 पश्ांधा0 7 206गीटाट7: ४... 


!. पिछले दशक में विभिन्न कार्यकर्ताश्रों)? 265१-78] जे फरियर-बेसिल, डिनी श्रेणी , 
त्रिकोणमितीय श्रे णी, जकोबी बहुपदियों तथा लागेर बहुपदियों की श्रेणियों के सम्बन्ध में शोधकायें 
किया है । यहाँ हम नोबेल द्वारा प्रस्तावित विधि का प्रयोग करेंगे । 


गणनाग्रों को सरल बनाने के लिये अज्ञात गृणांक 4, को गोल्डस्टाइन द्वारा प्राप्त व्हिटकर 
. फलनों के लाम्बिक गुण का सदूपयोग करते हुये निर्धारित करते हैं । हल सर्वेथा नवीन है । 


2. आगे हमें निम्नांकित फन्नों की ग्रावश्यकता पड़ेगी : 


४; ,,(७) द्वारा व्हिटिकर फल सूचित होता है जिसकी परिभाषा निम्नांकित [(9), 9. 346] 
द्वारा दी जाती है : 


7 अर 4(--2/%7 
(५ 7: (2) ् 4 2 


2 पा , 9 
॥7, -/? 86 प +-+ है -- 772) /4, ५ ८) ( ) 


जहाँ संकेत “ से सूचित होता है कि इस व्यंजक के बाद एक ऐसा ही # के स्थान पर --# से युक्त 
7722 5-77: 


व्यंजक जुड़ जावेगा और [(9), 9. 337] 


नि मिल 3--/-+- 8४ (4--/--70) (3--6--%#2) _ 
अप अप 


गोल्डस्टाइन द्वारा दिया गया व्हिटदेकर फलन के लिये लाम्बिक फलन 
[५ 4 ५ +क्रका।करक है). #:-॥8+ा। ७४४ (/) न नत्ज (22४ --5--)7"(5--7) 0०,.७, १४7० - | (5) 
होगा जहाँ 8,., क्रोनेकर डेल्टा है । 
निम्नां कित फलों [3, 97. 405 (2), 22] (72)] की भी आवश्यकता होगी । 


४) 9? 
| न मे 2 । (४--&) १-३ ८7 242 ७७(%) ६4% 
0 


__ 2 (07"४-४-)ेन५7०) 7(३ -/- 2-४) ४ 
न 7 कम क्तु-फ्फोशतुफाओआा_ ४४ (४), क्‍ (6) 


जहाँ 72४ 2>0, 22(% 4-2) < 3 -|7९४ #| 


तथा | आरा हक (७-४)१- क,,(०) ४४ 
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/0 2087 0 7, कर 90 को 
न “कफ 0 ६+7/2905५ 77+/2) (८४), (7) 


जहाँ 0< 8 3<$--२१४(४--8), |भा्ट (५)|<< हा ; 


थे हर 94 
पे हक कल 82800 ०)॥ 


/(4-+-7॥--/] 2 ॥-॥-/2-)0/2-7/2 997 
हि पे !) * हुघु+#-फ-कछ 464 2 कक (६+7| 925 8+/9)५ (/) 3 (8) 
3. द्वत श्रेणी समीकरणों का हल : समीकरण () तथा (2) को क्रमश: &- ५7 (४--&) पे 
4४ तथा &|#7/ 6/% (४--9)%-१ से गृणा करने पर, तथा क्रमशः (0, ४) और (७, ००) में » के 
प्रति समाकलित करने पर और फिर (6) तथा (7) के बल पर हमें 


० । 4 (३--/--)२--१) 


व्यकक, हक वा 
६ आडका प “६-२7. १-३ »./2% हर 0 
हि (६-- ७) + ह/5% 7 (४) 4४, (9) 


प्राप्त होगा जहाँ 0<४< 8, 726 >>0, 7(४--2) <3-| 7२४ # | 


तथा के 4५ पी 4, 2).97+/ 2) (०) 
(4 
ह4-2/20.._ (० गा 


3 
जहाँ /<४< ००, 0<फ४<$-: (४-०), | अड्ट (0) |< कु - 


अब (9) को ८४% &#-7/£ से गुणा करने पर तथा (8) को व्यवहृत करने पर 


०० 97 (--) > ८-४/4 ॥(-/;/2+?/3-7 [2 

घर पा ४, (+/22572 +7/970 (४) जज (१) 
८" [४ +/६-२५-7 २-7 ८3/2: 4४. 0 | /]] 
4४२ हे (४--*४) ८7/24 / (४) 4७, 0<:४<: 0, (44) 


अब चूंकि (0) तथा (4) सवंसम हैं अत: (5) को व्यवहृत करने से (!) तथा (“) का हल 


निम्नांकित रूप में मिलता है : 
8? 7 


904 ग्रार० के० सक्सेना तथा पी० एल० सेटठी 


| | 
से 2 न कम त+  थ न न नम मम मम पलक लथ -/200 //(/2-77+4/27५-3॥/2 
4५ 7तफ्काफपपा 7 छा फ््या !) | कल अर 


00 
> 8: .७),,४442). (४): (०) ८४-- |, €77/8 ३८-7।27५-/४-3/4 4. |33.,%+१/9). (70) 0 (४) ६ ऐ ([2) 


जहाँ 6 कर (४ #&पश (४-०) 6४% 7 (५) दंड ([3) 

ह्‌ ' रथ 6 

तथा 600) ८ | हार हाथ (4-२) )०/ ४(७) 4७ (4) 
0 


4. विशिष्ठ दशा : यदि #5-0 रखें और सुृत्र 
#7 चक्कर 6 (2) 
का प्रयोग करें तो दंत श्रेणी समीकरण का हल 
/ [2 (४-7) |7/ (8-77) कट ल्‍ 

2, कक जज तु या 6 ह ) ४0 फडरडक... 65) 
तथा 

9. ॥४) 2 (३-7) “- (६)- का 

2, 4 जप 3] महू) 2200४ 8<२<०, (0) 
को निम्नांकित द्वारा प्रकट करेंगे 


| 
की कीट 2 कलम जबकि न अिज मर इज बल कम. व वीक), 0 (बज हि -7/20 + / 200 --3 /2 
“8 हठाह्तुःछत्छायजञ /) हा +$७४3०७७७ 


(१८0 
"0 कपशजकानगिकाए) कक ॥ गह बगमिजकमार क्र छा बाण (000७) % ],... (7) 


५ थे | 

जहाँ #(०) कक | आए #-खोगेएा बम # 0) # (8) 

तथा ०0० ०६| आप ला (४-2) १८ ४(२) # (9) 
कतज्ञता-ज्ञाप न 


लेखकद्दय प्रो० आर० के० एस० कुशवाहा के आभारी हैं जिन्होंने इस शोधपत्र की तैयारी में 
रुचि' दिखाई । 


निदश 


. कोलिन्स, डब्लू० डी०, प्रोसी० कंस्ब्रिज किलास० सोसा०, !96, 57, 367-384. 
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ऐपेल फलनों तथा फाक्स के ं-फलन के गुणनफल वाले समाकल 


एस ० के० वशिष्टट 
गणित विभाग, वनस्थली विद्यापोठ, राजस्थान 


[ प्राप्त--अप्रैल 23, 973 | 


सारांश 


छस 


प्रस्तुत शोधपत्र में ऐपेल फलनों तथा एक चर वाले <४-फलन के गुणनफलों वाले 4 नये 
समाकलों का मूल्यांकन किया गया है । मुख्य समाकलों की विशिष्ट दशाओं के रूप में कुछ समाकल प्राप्त 
किये गये हैं । 


395६(793८ 


[866९० उंश्रणजंगड ए7०वंपटाड जी 4फ़ुलों णिरएग्सड बणते 7०55 स-फिएएठ्फ, 
29 5... एच॥509, ६7८०० ०८5 [06ए97076४, उिद्याबशतद। ४70एशुआव, ऐिशुं०४०७7. 


घर पपंड ए््एल, धर टरज्ब्बोपबवांट छिपा एल्ण इंघांदठुएडॉ३ गए०णएंगढछ ए70व40९०४४ 6 6097० 
पिग्रटांगाड बाते पाल झ-फणिलाता ०णीं ठप फ्रबापनो)6,.. एलाबांप प्राटड्ाबोड 77ए70एंग् [६००४ 
एणजाठ्ापंबा, उ658टी पिाटांगाड जाए पा 39एटणी एएाट0४०ण05 8ए९ फश्टा 02ंप्रटवे 88 एथा- 
टप्रॉबाए 288९3 ० 0पा ए्रादवांए 776872885. 


].  सुख्य समाकल 

प्रस्तुत शोधपन्र में निम्नांकित समाकलों का मूल्यांकन किया जावेगा: 
प्रथम समाकल: 

हट 24 %-- | 
| कि (]--»४)५ (] --४) 0-०-४- #', ( -+०, | +-०-8, [+%», 7 + पी ; दा) 
(६/, ०३) 43 /? । 
व्‌ 

(0/, /2)) 75 4 


775 7 


7५, हर | ([--%)7 
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-_90-8 (-7०८--8)/ 


/-50 (।7]%)+ 7 0 8 हे! कर 


(4"]) 


07५ ॥+ (-70 ०), (8-$ ०); (६, ०४) 45 /? 


(8), /0)43 < (४ 7/-0 ०), (- [-०--१--७, ०) 





का 75 7 (था, ८.) 4800 05 
() में 8, , |* से ४-फलन [5, 9. 594] का बोध होता है और इसे 


(8; 0) 42 ६ 
9, 2 | ५ हा 
रब | ५५ द्वारा स्वेत्र सूचित किया जावेगा | #, (५, )) ऐपेल फलन के लिये प्रयक्त हुआ है। 
5), गु)> # से (6, ००)) -.५ (4५, ०७) का तथा (०) से «(«--) ... (७--७४--]) का बोध होता है 
जहाँ ४ धन पूणकि है । समाकल ([-) निम्नांकित प्रतिबंधों के अन्तर्गत वैध है: 
॥7 


4 4 .. 7) ५ ( 
/नत् ०)ण & (क)+2 (89)- 2 (8)>0, | शह ४ |< (३) 4४, | [<, ०0, 
/2 77+ 


१ + 


(6 (०) >>--, 70 (8) >--, 2९४ (9--%-#+० ह)>० (]>+57, .... ?2 - 
/ 


द्वितीय समाकल : 





है $ |; 2 -- ८ ] - 4 777, 77 
|: ( नह) ( [ 5) ह है. | (] है ) 0५ ७, ै, ठ्ः न] 5५ [दर] न 4) | ध्‌ 





नत्शक-+0 का 7 र १ 4(०--+--) /#? 


(ज 0, ०) ([8--0-?, ०); (६], ०४) 45 ? | 
(4"2) 


77, ॥+ 
0 
2(<7$,५, (्‌+4& < ८ 





(0,, //)35 49 0-70, ०), (-77-०--/-०, ०) 

जहाँ 720, 4>0, |अड् <|<क4क एक (०-५ हे (8)--, 2४ (8-.8++० #)>० 
हे 

(/+7, .... 70), | 7 |<] तथा #, (& 9) ऐपेल फलन [4, 9. 224] के लिये प्रयुक्त हैं । 


तृतीय समाकल+ 


॥ (48 (| -0४) [एन 5] |) [777० |. (--6, 3-३, --8; 20-, ]--७, 


4(] -%)४ [->22५ 772, |; हे 
गत आओ बता त जा [&( +*) । ग्रेट 
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( )9 (8-:27-9, ०), (०३, ८) )3; | 


3४: 0, 6 
डा ) 5 (8 0--2#, ० 


(4*3) 


॥ 
(५ 048 





(27 9०-/3+ 0 + 7 7277, 7 
 आछाए 4 (०७+-४7--) (+2, (+थ 47८ 


जहा ०72>0, 4>0, |[धाए्टु ८ | <उ4ंग, प्४८ (०):-०-- २४ (6) >> +-६ | |< ३ दिए (0 #-++“ हु.) 
ह। 


>0 [ 729 *:०४ ४०५ 90) . 





चतुर्थ समाकल : 
५ ए /८--8-+-7] ढर्न2+थे -+, ([-- ४) (-- 9)४ 
॥ (--%)%( +-») के है! आह आर 9 ठ » । -०,  -+- जय 3 
] के ८ हर 77, ॥ हु 
5 । विज /ऑ | हे ++९| कु 


]--7)%+0+7 (] - ०-- 8 
मन १ 
9०+0+7 व पता ला जग (232 (०--#-+<) 


(++ 0, 00५ (8-०, ०) (६; ०))5 ॥2 
(4) 





72, 77+थ८ 
४ ३ 
का 4+2 स्‍ थ्ट 


| ७, 89 # (+-7-9 ०), (---०--१-०७, ०) 
जहाँ 7>0, 4>0, | बाड्ड ८ |<उ4०, रह (०) 7 है 0) >], |? [<], /0४ (8+ पे 8) 5 
कि 
समाकलों की उपपत्तियाँ 
(]-]) की उपपत्ति: 
हमें ज्ञात है [65, 9. 45] कि 


7-0- 2 
» (]--०- 0), ..५% /) न्न् ) पर 
गा पक न अर किक कल 
2 &--१ । 
कक, सय >]) (-5) 


जहाँ --]<&४<, | # |[<. 
(]:5) में दोनों ओर 


77, 7 के कु हि रि 
([-%)% (]--«)7 27५, ५ ८ | +<) “| से गुणा करने पर तथा --] से । की सीमाओं में » के प्रति 
समाकलित करने पर 
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[ (-0% -+-#) ऐैस्‍-क-हीक ([+० दी ते न) 
हि के हे ; ह 0 004) 20570) 


77, 7: 


7५ ५ [४ ]--«) | 4५४ 


ै ॥ ० (]-+-०+ 9), 7 (८, (3) 7, ॥7 
-2-क्नीना ऐ , न्ताजा टी (७) (--2< ([+>0)% म+ बता +-») है! ८५ 
(-6, 


(-6) में दाई ओर समाकल तथा संकलन के क्रम को उलट देने से और इस प्रकार से प्राप्त 
समाकल का मान ज्ञात फल [2. 9. 697] की सहायता से निकालने पर 


) 77, 7 


[ः | का न्‍ एः 3 [ कि 
हे (-»&)%< (|--%&)९ ४. (४) ५ ५ <(4--४) | दंड 


रन घ 


| 2+3, (+& 


90+ 0+] [7 (60. _- 7 “न- ] ) सम 7+ 3 दि 
“जप भप्पपघह--++++ै # 





( लक 0, ०); (8--०, ०), (6), ०. )4: 4 ५ | 
(8]५ /)45 ध्‌ः (2 +9-०90, ०)(-- ]--०--०0--”, ०) 
हमें वांछित फल (-) प्राप्त होता है । 


(-6) के दाहिनी ओर के समाकल तथा संकलन के क्रम में परिवर्तेन विहित है [3, 7. 200] 
क्योंकि 
है । 
हि (८ (] +20"| प्रत्तराल (--, ।) [5, 9. 594] में » का वेश्लेषिक 
फलन है । 


(9) (-) में वर्णित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत (:6) के बाई ओर का समाकल पूर्णतया श्रभिसारी है । 


(]<+०+ 8 (०., 3) कु 
" (]+ का ४, (४) 7 स्थिर अन्तराल (0, !) में | / |<! के लिये एकसमान अभिसारी 


! 0५8 


इससे (-) की उपपत्ति पूर्ण हुई । 
(:2) से लेकर (4:4) तक को उपपत्तियाँ: 
(-2) (-3) तथा (-4) को सिद्ध करने के लिये (-]) की विधि का अनुगमन करते हैं जिसमें 


इतना ही अन्तर है कि (-5) के बजाय निम्नांकित [8, 9. 043-047; , 9. 05] फलों का सदुपयोग 
करते हैं : 





फ [--%४2 |--< ० (60 (८, 2-7) 
(शी ॥ ([+० -+ि हैं। कक  ज्3 “तर )चत्श ट, ता ४ 


न 


(-7) 
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ही क्र 2(]--<»)४ 
4 3 जब 8 ता ह ! वि कलह डर नीलम अल, “कल लि ली" लक मम 
(कर्ज [कतकशी-कत # ([+०, ऐनक ८ 2-५ +०७ पप्त जे 
]-.. क. 92/! (०, (3-97) 
खापतउज])तश टी तक... छह. (0.9 


(0 +)-किय के [77 257 ,] 





(]--%४) (--9) (--%) (-9)/ 
अं" कप न+०, £ +-/0, बा जा जा 6 00 2 ) 


» #! (]--०--9)/ (०, 8) ०, 8) ५ | 
० त+-०)» 3 --/४) री (४) ४; (39) ४ (4*9) 


बनना: 


2. विशिष्ट दशायें 


(-]) से ([-4) तक फलों की महत्ता इसमें है कि -फलन के प्राचलों के विशिष्टीकरण से कई 
नवीन और रोचक समाकल प्राप्त किये जा सकते हैं जिनमें विभिन्न तकों के द्वारा विशिष्ट फलनों के 
गणनफल रहते हैं । स्थानामाव के कारण केवल कुछ ही को अंकित किया जा रहा है । 


([:]) की विशिष्ट दशायें 
([) (॥ | ) में १7 -- | हु 0855 >> (22, ०. तू 855०५ ८८39 50 ८ ! ६. क्‍+ [ “6, 60 न्‍- [, 8|7-0, 94 न । “है 
रखने से तथा उसमें [5, 9. 598, 4, 9. 25] फलों के प्रयुक्त करने पर 


हे हे प्र छह जज 
रे ([॥<|%)।%.( | --&) 0 77-०-/ पा ( --०, [--०--/, -+-%) ० पा ] 


/ं 
2) (८, 8; ८ ८(]--2)) ८५४ 


(८) 2 (न + 042 (70)/ (| 7 /70)7/ 
0 +9)ह २ (--%--8-7) ८ (4+«न१+ ०) 


हट 


ही 





८-2090-/3 
7 


॥ 


% 47१ (०, 8, [--0, [--+-% ० ]---+9-१, 2#०+7न+5$ 4८2) (57) 
जहाँ 2४ (०) >--, 20४ (0) >> --, 2४ (9--०--१) 0, | ४ [<. 
(8) (2:) 23, ८७६--४, 855]-+-०--9+-5, ४८!-+-० रखने पर तथा फल [4, 9. 88; 7, 9. 254] 
का उपयोग करते हुये कुछ सरलीकरण के अनन्तर 


ई.. &--+३ 


0) 
हा जाम ४ (५) 4: 


॥ (--2)% (+-&) ०० #, (4-० ]--०--ह, +%, ]+०, 
हल 


99-88 77 --89--5) 7( -- ७-७) (। --«-+-8)५« 
४ (4--%);< (2--०-+-०-+४<5) 


३ (--०--३, | -+-०++25, 8--5 +-%+5, ०-4 0०-4४: --४) (4*£) 


न्‍अलकनननन्‍बभनन. 
अिल्‍िकनननना 
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7? 
(0) (-) जे ऋज- [, ॥०२/६0, 45०2, /77/0957०5८ ५ 0] 5 ठ' 6५ सर मा रखने पर तथा & के 
स्थान पर - तथा के स्थान पर 2:2--] रखने पर और फल [5, 9. 598; 4, 9. 208] को व्यवहृत 


8 
करने पर 
| पा 6 ४7२ -.] 9 
| ([ न हल 449-20-2/-7 4 ( [ न0०५ [ न-०-ा ४, क झा 2 [ ०५ कर प्च्चो / 7 (88) धर 
०) 





_३ 8 (+०+6) 2 (बन 7+7)7]78//0) 7" ०-89) /7 डी 
| 5.0 77 (+ »)/2 (4--79)2 (+3/2-/8- 7-9) (<कछै०ी ०-१ -+ ०) 2; 


4). 
तब 


का 2 (। न ०-0, [--379-/-+-90; 4-+-9, + न 3०४--/2-१--0, 2+-5०--०-- १-6; पद्म) 
(23) 
जहाँ 7१४ (७) >> --, 20४ (208--2०--28--9--) >>0, | / [<. 


(५) (2-3) में »न्5) तथा 9१5८ ५ मानने पर और दाहती शोर के सरलीकरणा के फलस्वरूप हमें 
निम्नांकित फल प्राप्त होता है 





या ४ 2 
| [ --४४ | ० 73०-8-7 ते प [ न छ 5 ॥ ७ -+/) क मेय १५ ॥ ५५ ण्छ कप / 2 [५8] धर 
0 * हे रे 
आम के हे 
सन हद / ( ] बट] ८-2 +8१+7. (८5) (४ £) 


छ 
जहाँ 2४ (०) >--, ४ (०)< -$, | ४ |<7. 
यदि हम (-) की भाँति (-2), (:3) तथा (-4) द्वारा प्रदशित समाकलों में 27-फलन के 
प्राचलों का विशिष्टीकरण करें तो इसो प्रकार के कई अन्य समाकल प्राप्त होंगे जिन्हें स्थानाभाव के' 
कारण यहाँ नहीं दिया जा रहा है । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० के० सी० शर्मा तथा डा० एस० पी० गोयल दोनों का आमारी है जिन्होंने मार्ग दर्शन 
किया तथा आवश्यक सुझाव दिये। 
निदेश 
. बली, डललू० एन०, (ढालब्ारटते स्रज्छुटाहुट0फ्राटाए7० 860९8, 935. 
2. बाजपेयी, एस० डी०, प्रोसी० केम्ब्रिज फिला० सोस!०, 969, 65, 697-70. 
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सुक्ष्ममात्निक तत्वों को प्राप्यता पर फास्फोरस का प्रभाव 


शिव गोपाल मिश्र तथा प्रेम चन्द्र सिश्र 
रासायन विभग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


[ प्राप्त--जून 5, 973 ] 


सारांश 


सुक्ष्ममात्रिक तत्वों की प्राप्यता पर नाइट्रोजन, फास्फोरस तथा पोठाश उ्रकों के प्रभाव पर 
चल रहे कार्य को आगे बढ़ाते हुये हमने उत्तर प्रदेश की दो मिद्टियों (लाल तथा काली) में 8 विभिन्न 
फास्फोरस स्रोतों का प्रभाव मैंगनीज़ एवं जिक की प्राप्यता पर देखा । यह पाया गया कि जिंक को 
प्राप्पता घटाने में फास्फोरस के जल विलेय स्रोत अ्विलेय स्रोतों की अपेक्षा अधिक प्रभावकारी हैं । 


फास्फोरस के लौह एवं ऐल्यूमिनियम फास्फेट स्रोतों का जिंक की प्राप्यता पर न्यूनतम प्रभाव देखा 
गया । 


मेंगनीज़ की प्राप्यता यद्यपि सभी फास्फेट स्रोतों के प्रयोग से बढ़ी (लाल मिट्टी में पोटेसियम 
डाइ हाइड्रोजन फास्फेट एवं ऐल्यमिनियम फास्फेट के अतिरिक्त), किन्तु लौह फास्फेट के प्रयोग से दोनों 
ही मिट्टियों में मेंगनीज की प्राप्यता में विशेष वृद्धि हुई । 


3095(793८ 


#४टट४ ० छााठडफॉशथा९०ड ०च्र पीट चीजे ए ए क्रांटएठ्तफपॉष्यट्फसाड बस ड05. 29 


७. छ. 8 बाते ९. (. 'ाइ3, 609०07फएाढलए: 06 एमव्यांडाएए, 2०090 एगॉएटशपए, 
4५] [29224 
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पृप्रल 8एकयबज]9 0 ७777 207 ऐं।6 ४05 745 96९०७ (0फत॑ ६0 77९7९85९ 00780त0९74०ए7 
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(६5८९कणएठ्ा >द्एणए डिल,?2(0, 806 370, 77 7८6 5070) . 


मिट्ठियों में उपस्थित सृक्ष्ममात्रिक तत्वों की प्राप्य मात्रा में काफी भिन्नता पाई जाती है। तत्वों 
की प्राप्य मात्रा एवं कुल मात्रा में किसी प्रकार का सम्बन्ध नह्दों पाया जाता। मृदा पी-एच, काबेनिक 
पदार्थ, चने की मात्रा, विनिमिय. धनायन तथा स्थूल आ्रावश्यक तत्व (विशेषकर फाप्फोरस ) जसे अ्रनेक' 
मृदा-कारक सुक्ष्ममात्रिक तत्वों की प्राप्यता को प्रभावित करते हैं। थार्न? ने अ्रपने समीक्षात्मक लेख 
में यह स्पष्ट किया है कि जिंक की प्राप्यता को मृदा पी-एच' एवं फास्फोरस स्तर प्रभावित करते हैं । 
मिश्र एवं मिश्र) को फास्फोरस के प्रयोग से मंगतीज़ की प्राप्यता में वृद्धि प्राप्त हुई । 


फास्फोरस के विभिन्न स्रोतों का लाल तथा काली मिट्टियों में जिक तथा मंगनीज की प्राप्यता पर 
प्रभाव ज्ञात करने के उद्देश्य से प्रस्तुत अध्ययन किया गया । 


प्रयोगात्मक 


प्रस्तुत अध्ययन में प्रयुक्त दो मिट्टियाँ (काली तथा लाल) क्रमश: इलाहाबाद तथा मिर्जापुर जिले 
के बिरहा एवं खन्‍्तर। ग्रामों से एकत्र की गई थीं । अध्ययन में प्रयुक्त करने के पूर्व मिट्टियों के नमूनों को 
सावधानीपूर्वक पीसकर छाना गया और फिर सुखा लिया गया। इन मिट्टियों के कतिपय रासायनिक 
गुण, जिनका निश्चयन मानक विधियों द्वारा किया गया, सारणी ! में दिये गये हैं। मेंगनीज़ एवं जिक का' 


निश्चयन क्रमश: पाइपर// तथा वियत्स, बोन एवं नेल्सन/ द्वारा बताई गई रंगमापी विधियों द्वारा 
किया गया । 


सारणी ॥ 


प्रयुक्त मिद्चियों के कतिपय रासायनिक गुण 


धनायन जिंक (भाग/दसलाख मेंगनीज (माग/ 
मिट्टियाँ पी-एच. चूना कार्बनिक विनिमय ॥॒ अंश) दसलाख अंश ) 
दे पदार्थ क्षमता. सम्पूर्ण अम्ल सम्पूर्ण अम्ल 
हर % 77.८/00 ग्रा ० विलय विलेय' 
लाल 64 0-87 2.76 24-0 42-40 6-20 425- 0 295:0 
काली 7-8 2-62 0-43 32-6 63-50 5-20 900.0 240:0 


मेंगनीज़ एवं जिक की प्राप्यता पर फास्फोरस का प्रभाव ज्ञात करने के लिये दोनों मिट्टियों के 
5 ग्राम नमूने को फास्फोरस के विभिन्न स्रोतों की तीन मात्राओ्रों (50, व00 तथा 50 भाग/दस लाख 
भाग फास्फो रस) से उपचारित किया गया। ये फास्फोरस स्त्रोत थे: फास्फोरिक अम्ल, पोटेसियम फास्फेट, 
अमोनियम फास्फेट, मोनोकेल्सियम फास्फेट, पोटेसियम मेटा फास्फेट, डाइकल्सियम फास्फेट, फेरिक 


सक्ष्ममात्रिक तत्वों की प्राप्यता पर फास्फोरस का प्रमाव ०]7 


फास्फेट एवं ऐल्यूमिनियम फास्फेट । प्रथम चार फास्फेट खोत दिलयन रूप में डाले गये जबकि अन्य स्रोत 
ठोस रूप में डाले गये । इस प्रकार से उपचारित नमूने, नियंत्रण नमूतों सहित, 99 दिन तक वारी-बारी 
से नम किये गये एवं सुखाये गये । इस अ्रवधि के पश्चात्‌ प्रत्येक नमूने में जल एवं अम्ल विलेय (0- 
नामंल हाइड्रोक्लोरिक अम्ल) मेंगनीज एवं जिक की म्त्रायें ज्ञात की गईं । प्राप्त १रिंणाम सारणी < में 
दिये गये हैं । 


प्रिणास एवं विवेचना 


सारणी 2 में दिये गये परिणामों से यह स्पष्ट है कि मिट्टी में फास्फोरस मिलाने से (फास्फोरस 
का स्रोत चाहे कोई भी हो) जिक की प्राप्यता में कमी और मेंगवीज़ की भ्राप्यता में वद्धि होती है। यह 
देखा गया कि फास्फोरिक अम्ल प्रयुक्त करने पर जल विलेय जिक तथा मेंगनीज दोनों में वृद्धि हुई। यह 
वृद्धि फास्फो रिक अम्ल की अम्लता के कारण होती है। अन्य फास्फोरस स्रोत जल-विलेय मेंगनीज़ एवं 
जिंक की मात्रा पर विशेष प्रभाव नहीं डालते। केवल मोनो एवं डाई कल्सियम फास्फेट कहीं-कहीं मेंंगनीज 
की जल-विलेय मात्रा में वृद्धि करते हैं । ऐसा सम्मवतः अत्यन्त कम विलेय मेंगनीज-फास्फेट बनने के 
कारण होता है । 


अविलेय फास्फोरस स्रोतों में से लौह-फास्फेट की बढ़ती हुई मात्रा डालने से लाल तथा काली 
दोनों मिट्ठियों में अम्ल विलेय मैंगनीज़ की मात्रा में वृद्धि होती है। यह वद्धि काली तथा लाल मिट्टी 
में क्रशः 32-6 से 8-4 प्रतिशत तथा 20-4 से 47:9 प्रतिशत है। पोर्ट सियम डाइहाइड्रोजन फास्फेट 
एवं ऐल्यूमिनियम फास्फेट मेंगनीज़ की प्राप्यता बढ़ाने में न्यूनतम प्रभाव दिखाते हैँ । व दीं-कहीं इन 
स्रोतों के प्रयोग से मैंगनीज़ की प्राप्यता में हास देखा गया । यह कमी 5-5 प्रतिशत ठक पा ई गई। 
यह कमी पोटेसियम डाइह्ाइड्रोजन फास्फेट में पोटेसियम की उपस्थिति के करण हो सकती है। ऐसे ही 
परिणाम इसके पूर्व भी मिश्र एवं मिश्र! को मिल चके हैं । 


परिणामों के विवेचन से यह भी स्पष्ट होता है कि फास्फोरस चा हे जिस स्रोत से मिट्टी में 
पहुँचे, अम्ल-विलेय जिक की मात्रा में ह्वास होता है । काली मिट्टी में मोतों केल्सियम फास्फेट तथा 
लाल मिट्ठी में पोटेसियम डाइहाइड्रोजन फास्फेट एवं पोडैसियम मेटाफास्फेट अम्ल विलेय जिंक घटाने 
में सर्वाधिक प्रभावकारी पाये गये | सामान्यतः फास्फोरस के विलेय स्रोत अविलेय स्रोतों की अपेक्षा 
जिक को अविलेय बनाने में अश्रधिक प्रभावकारी रहे | ये परिणाम इस धारणा की पुष्टि करते हैं कि 
जिक फ स्फोरस से क्रिया करके अविलेय जिक फास्फोरस संकर बनाता है जिससे जिक प्राप्यता घट 
जाती है । फास्फोरस के अविलेय ख्रोतों में से लोह फास्फेट तथा ऐल्यूमिनियम फास्फेट जिंक को 
विलेयता पर न्यूनतम प्रभाव डालते हैं । जिक को विलेयता में सर्वाधिक कमी काली मिट्टी में मोनो- 
कैल्सियम-फास्फेट के प्रयोग से (68-:2% कमी) तथा लाल मिट्टी में पोटैसियम मेटाफास्फेट के प्रयोग से 
(72-7% कमी) पाई गई । ये परिणाम थार्न) तथा सीएट्ज, स्टर्जेंस एवं क्रैमर० द्वारा प्राप्त परिणामों की 
पुष्टि करते हैं । भिन्न-भिन्न फास्फोरस स्रोतों का भिन्न-भिन्न प्रभाव सम्मवत: उनमें उपस्थित धनायनों के 
कारण है । 
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सारणी 2 


मेंगनीज़ तथा जिक के निष्कर्षण पर 


काली मिट्टी 

फास्फोरस स्रोत मैंगतीज़ (माग/दसलाख भाग) जिक (भाग/दसलाख भाग) 
(माग/दसलाख भाग) जल श्रम्ल घटोत्तरी/ जल ग्रम्ल घटोत्तरी/ 
विलेय. विलेय बढोत्तरी विलेय. विलेय बढ़ोत्तरी 
प्रतिशत प्रतिशत 

नियंत्रण के 2]5-0 ह् 0:06 4-60 के 
50, मल,?0, 85-5 ]5-0 --6-7 बदल 3-80 --8-8 
]00 ,, ,, त37-5. ]5-0 5, ]-25 3-60 -- 4<] 
[50 ,, ,, 2००8-:5. 25-0 -+-64-4 -20 3-6 -- 6-4 
०0 हि त,९), नल 300-0 -+-40*0 न 4:04 -- / 3*3 
00- ... +& का 270-5 --25-8 बसे 3-72 --20-9 
50 ,, ,, ब् 235-0 -- 9-6 किक ५-40 --27-0 
50 'प्त,छ,ए0, --.. 285-0 --32-6 0:06. 3-6 --30-9 
0 5 6 -. 305-0 -+-44-2 0.08. 2-84 --37-3 
]50 ,, ,, ., --.. 3]5-0 -+-46-5 के 2-84 --39-] 
50 ०0, -+. 2700 --28-6 दे 3-40 --27-0 
]00 ,, --. 287:5 4 ट, 0:02... 3:04 --36-5 
0 ॥ इन 295-0 -4]-9 के 2.68 --42-5 
50 (०७(छ,?९०,), के 260-0 --20-9 0-08 3-0) --33-9 
]00 .,., ३ 2-50 270-5 --27:0 0-06 2*84 --37/"-8 
]50 ,, हर 3-00. 285-5 -- 34-2 0-06. -42 --68-2 
50 08870, :8 295-0 --38-0 से 3-84: --7-6 
400 ,, *8 3]0-0 --45-0 “++ 3:62 --2"*9 
]50 ,, 2.5. 345-0 --6!-6 का 2.08 --55-4 
50 7८९०, -. 285-0 -+-32-6 कर 4-50 - 3-4 
400 ,, न्‍+ 350-0 -॑-62-8 +-- 4*82 -- 3270 
]50 ,, का 390-0 --8]-4 न 4-68 -- 0-4 
500 ७70, --. 270:0 --25:6 हे 4-60 ++२ 35 
00 ,, न 232:0 न॑- /-9 न 444 --+ “६£*/ 
800 कक 222*5 न॑- 3'5 --+ 4५42 “- 2*4 
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फास्फोरस का प्रभाव 


लाल मिदट्ठी 
मेंगनीज (माग/दसलाख भाग) जिक (माग/दसलाख भाग) 
जल ञ्रम्ल घटो त्तरी/बढ़ोत्तरी जल ग्म्ल्‌ घटोत्तरी/बढ़ोत्त री 
विलेद विलेय प्रतिशत बलेय विलेय प्रतिशत 
.60 235-:0 -- 0-]% 6:60 न 
4]-50 60:0 --27/*5 4९00) 3:00 --33*2 
।05:00 20*«0 -+- 33*-] -98 2:60 --32*4 
2353-00 /8:0 -+ 50-8 2-88 -80 --29*3 
न 220:0 -- "0 0*]2 3-00 बत्ती पी 
के 2035-0 --3-3 --+ 240 --64** 
न 200-0 -+ 9'5 न 2-60 --09 *4 
ले 295-0 -- 4-9 0-4 5-6 --2]-4 
कट 245-0 -- 3-6 0-0 4-88 --26-] 
960-0 _. 9-9 कि 3-56 --47*2 
न 250-0 न- 37 का 400 --40-6 
न 235:0 -- 06 न 2-60 --9]*4. 
न+ 235-0 -- 0९6 >- :80 “+ ४7 
-80 240-0 न- 2*'2 0-08 4*0] --39*3 
:80 260:0 -- 0-6 0-04 4-68 --30-0 
न 2/4*0 --42*8 -- 3:00 --93-5 
।3] 230-0 -- 2:0 0-05 4-60 5 
के 250-:0 5 लि के 4-28 -36-5 
न 250:-0 न 2*7 न- 4+'36 --35*3 
से 285-0 -+-20-4 न 6-52 -- 3-2 
्द 290-0 --22-6 न 6-20 -- 8-0 
सा 350-0 -- 47५9 के 6-36 -- 5-6 
-- 225:0 --+ 49 न 6-44 -+ ६35 
न- 208:0 --42-| बस 6-44 --+ 4-35 
ना 200:0 --5"35 न-+ 6:36 -- >*6 


+- ऋूनियंत्रण के ऊपर बढ़ोत्तरी 
-- +नियंत्रण से घटोत्त री 


०90 शिव गोपाल मिश्र तथा प्रम चन्द मिश्र 


फास्फोरिक अम्ल का फास्फोरस स्रोत के रूप में प्रयोग करने पर दोतों ही मिट्टियों में एक ओर 
जल-विलेय मैंगनीज़ तथा जिंक की मात्रा में वृद्धि हुई किन्तु दूसरी ओर अम्ल-विलेय मेंगनीज़ तथा जिक 
वी मात्रा में कमी आई । इससे स्पष्ट होता है कि फास्फोरिक अम्ल के अग्लीय प्रभाव के कारण मृदा- 
पी-एच में कमी आती है और अम्ल-विलेय मैंगनीज़ तथा जिक जल-विलेय अवस्था में परिवर्तित हो जाते 
हैं । इससे यह निष्कर्ष निकलता है कि चूने के ऊपर ग्रधिशोषित मँगनीज़ तथा जिंक को ,अम्लता उत्पन्न 
करके जल-विलेय बनाया जा सकता है। 


प्रस्तुत अध्ययन से ज्ञात होता है कि फास्फोरस डालने से लाल मिट्टी में जिंक की प्राप्यता में स्पष्ट 
कमी आई जबकि काली मिद्दी में मैंगनीज़ की प्राप्यता में वृद्धि अधिक स्पष्ट है । 


निर्देश 
]. थाने, डब्ल्यू०, एडवान्सेज एग्रो०, 957, 9, 3-65. 


2. मिश्र, एस० जी० तथा मिश्र, पी० सी०, प्रोसी० नेशनल इन्स्टी० साइंस, 968, 35(3), 
406-4!3. 


3. पाइपर, सी० एस०, 50] ब्यूव ९]थ४५ 37५७४, यूनिवर्सितो आफ ऐडिलेड, आस्ट्र लिया, ]944 


4... वियत्स, एफ० जी०, बोत, एल० सी० तथा नेल्सन, सी० ई०, एग्रो० जनें०, 953, 45, 
559.-565, 


5. मिश्र, एस० जी० तथा मिश्र, पी० सी०, जने० इन्डियन सोसा० स्वायल साइस, 968, 6, 
73.-78, 


6. पियदूज, एल० एफ०, स्टर्जेस, ए० जे० तथा क्रेमर, सी०, एग्रो० जने०, 959, 5, 457-459. 


४]]3॥3 7375]9306 /॥0७52॥06]37 ?9६7]८9 
४०]. ॥7, ४० 3, |४५ |974, ?9४९६ 22|-223 


0-हाइड्राक्सी-+-बन्जासिडोथायोसेमीकार्बाज्ञाइड के कोमियम (ता) संकर में 
सहसंयोजकता प्रामीटर का परिकलन 


महीपाल स्वामी, प्रकाश चन्द्र जेन एवं अनन्त कुमार श्रीवास्तव 
रसायन विभाग, मेरठ कालिज, मेरठ ह 


[ प्राप्त--मई 23, 974 ] 


सारांश 


उत्कृष्ट कोलेटीकारक अभिकर्मक 0-हाइड्ॉक्सी-4-बेन्जासिडोथायोसेमीकार्बाजाइड के क्रोमियम 
([[) संकर के इलेक्ट्रॉनिक स्पेक्ट्रमीय आँकड़ों की सहायता से राका अन्तर इलेक्ट्रॉनिक प्रतिकर्षण प्राचलों, 
235 तथा 25५5, की गणना की गई है। इनसे सहसंयोजकता प्राचल परिकलित किया गया है । 


39795६४722८४ 
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0. हि. 6#ए35:879, (+८णा7879 ॥0692707८70 /८८०प६ (४0]]28०, ८८४७६, 
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धातुओं के ४-कक्षकों की विपाटन ऊर्जा सामान्यतः लिगेंड क्षेत्र प्रभाव तथा संक्रमण घातुआ्रों के 
संकरों में बन्धन के प्रकार के विवेचन से सम्बन्धित है। लिगेंड क्षेत्र सिद्धान्त यह प्रागुक्ति करता है कि 
विपाटन ऊर्जा किस प्रकार धातु आयन तथा दाता अणु की प्रकृति पर निर्भर करती है, परन्तु राका 
ग्रन्तर इलेक्ट्रॉनिक प्राचल » तथा ८ के परिमाणों के आंकड़ों का अभी अमाव है। इसी अभाव की 
आंशिक पूर्ति के लिये प्रस्तुत शोध पत्र में 0-हइड्रॉक्पी-4-ब्रेन्‍्जा मिड़ोथायोसे मिकार्बाजाइड (0प5-87'50) 
के क्रोमियम (!77) संकर के स्पेक्ट्सीय आँकड़ों का निवंचन किया गया है । 0प्-87'86 एक उत्कृष्ट 


222 महीपाल स्वामी, प्रकाश चन्द्र जैन एवं अ्रवन्‍्त कुमार श्रीवास्तव 


कीलेटीकारक के रूप में स्थापित किया जा चुका है * । इस कीलेटीकारक के क्रोमियम धरा) संकर को 
हम वियोजित करके अभिलक्षित कर चुके हैं? । 


संकर [07(0-8786),]0 के इलेक्ट्रॉनिक स्पेक्ट्रम में चार बेंड क्रमशः 3600, 7420; 
27400 तथा 34500 सेमी०-० पर प्रगठ होते हैं। इनमें से प्रथम बैंड स्पिन वर्जित है जो कि 
4400३ संक्रमण के कारण है। पहला स्पिन अनुमत बैंड (५५) [7420 सेमी ०-१ पर 4, /-२4३,८७० ते 
संक्रमण द्वारा निर्दिष्ट है और यह सीधे ही 070, के माव के संगत है। 27400 सेमी०-१ (०७9) तथा 
34500 सेमी०-! (७) बैंडों को क्रमशः 4 ,५,->4००४०७ पथी 40,८-०778७) सेक्रमरणों से निर्दिष्ट किया 
जा संकता है । 


निम्न समीकरण? में ५, अथा », का मान रखने पर 2,, का मान प्राप्त होता है । 


१24 2 जै- 725 न की 3 प्र 


23555 ॥5 | 








855 का मान 64! सेमी०- आता है जबकि स्वतंत्र गैसीय क्रोमियम ([7) झायन के लिये यह 
03] सेमी ०-१ है। स्पिन-वजित बैंड की सहायता से ५, का मान 


#(4, ,-+%८)-०9 5४-+-30-50%#/00; 


समीकरण द्वारा प्राप्त होता है । 


इस समीकरण में 8--46 मानकर 3, के मान की गणना को गई है तो 78 सेमी ०7१ प्राप्त 
होता है । 


8ल्‍53 संकर/#, (स्त्रतंत्र गैसीय झआायन ) 


उपयुक्त सम्बन्ध की सहायता से ६६ तथा 83; निष्पत्ति क्रमश: 9:09 तथा 9-6 त्राप्त होती है । 
85६ का मान (0:69) इकाई से पर्याप्त कम है जो धातु तथा लिगैंड कक्षकों में #-प्रकार के संघट्ननों का द्योतक 
है । 82% का और अधिक कम मान इसमें र-तथा ०-प्रकार के अस्थानीकरण की ओर इंगित करता है 
क्योंकि 8, मान दोनों प्रबल क्षेत्र विन्यासों 72, ८८ तथा ४, से प्राप्त होता है । इससे यह अ्रभिप्राय 
निकलता है कि घातु कक्षकों #(५,) तथा ०(०५) का विभेदक विस्तार होता है जो कि 8३६ तथा ७ के 
अन्तर का फलन है । इस अन्तर को सहसंयोजकता प्राचल के रूप में व्यक्त किया जा सकता है । 
0:62 


] -- 6--/१85/.058 ₹₹ ठ657 0*-89 


संकर में बन्धन 8, तथा 55 के अन्तर को फलन के सदृश्य माना गया है। 


40. 


सहसंयोजकता पैरामीटर का परिकलन 223 
निर्देश 
स्त्रामी, एम० पी०, जैन, पी० सी०, श्रीवास्तव, ए० के०, रोजनिक केम० एन० सोसा० किस॒० 
पोलोनुरम (प्रेस सें ) 
वही, करेन्ट, साइंस, 973, 42, 99 


स्त्रामी, एम० पी०, रस्तोगी, डी० के०, जैन, पी० सी० तथा श्रीवास्तव, ए० के०, इंसराइल ज० 
केसि ०, 97], 9, 653 


वही, एक्टा किम० हन्गेरिका (प्रेस सें) 

वही, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, 972, 45, 7 

वही, वही, 972, 5, 6! 

फिगिस, बी० एन०, इन्ट्रोडक्शन टू लिगेंड फील्ड्स, इन्टरसाइन्स स्यूया्क, 967, 54 
पेहमारेड्डी, जें० आर०, जेड० नेट्र फोरसंग, 967, 22, 908 

जोरगेन्सन, सी० के०, प्रोग० इनओगे केसि०, 962, 4, 73 


फोरेस्टर, एल० एस०, द्वांजीशन सेटल केसि०, 969, 5,] 


५ [973 7875]9वे 2॥७५3॥0॥ 28॥ 2307 [८8 
५०!. [7, ।२०. 3, ]४७५, [974, 7986५, 225-233 


कागज वर्णलेखिकी में क्लोरोफामी विलायकों की निस्यन्दक पत्र में से 
प्रवाह गति पर इनके भौतिक गुणों के प्रभाव का अध्ययन 


रा० प्र० भटनागर तथा कृष्णदत्त शर्मा 
रसायन अध्ययन शाला, जीवाजी विश्वविद्यालय, ग्वालियर 


[ प्राप्त--फरवरी 4, 974 | 


सारांश 


निस्यन्दक पत्र में शुद्ध क्लोरोफार्म एवं मिश्रित क्लोरोफार्म-मेथेत्रॉल विलायकों की प्रवाह गति 
का अध्ययन आरोही कागज वर्णलेखिकी प्रविधि द्वारा किया गया है। इस अध्ययन द्वारा व्हाटमेन नग्बर 
] निस्यन्दक पत्र के संदर्भ में सुलर एवं क्लेग द्वारा दिये गए सम्बन्ध, #+-72/- की उपयोगिता का 
परीक्षण क्लोरोफार्मी विलायकों के लिए किया गया है। इस सम्बन्ध में प्रयुकतत वितरण गुणांक, 2 तथा 
स्थिरंक £? के मान प्रयोगात्मक आऑँकड़ों से मूल्यांकित किए गए हैं । परन्तु विसरण गुण।क वेग मान 
विलायकों के मौतिक गुणों के आधार पर समीकरण 20554 ३४५ - ४-० के अनुसार परिवर्तित होता है, 
जहाँ ८ एवं 8 तिस्यन्दक पत्र पर निर्मेर स्थिरांक, », ५ तेंथा ८४ विलायक के पृष्ठ तनाव, श्यानता तथा 
घनत्व हैं। अतः क्लोरोफार्मी विलायकों के प्रयोगात्मक भौतिक गुर्णों के मानों का उपयोग करके 
उपर्युक्त सम्बन्ध का भी परीक्षण किया गया है। इस समीकरण में प्रयुक्त भौतिक गुणों के मान ताप 
पर निर्मर हैं अत: ताप परिवतंन से इनके मानों में परिवर्तेन होना अनिवार्य है। इसी कारण इस 
सम्बन्ध को रूपान्तरित करना आवश्यक प्रतीत हुआ | रूपान्तरण में » एवं ५ के स्थान पर क्रमश: 
पैराकोर एवं रेयोकोर जैसे प्रयोगत्मक और रचनात्मक गुणवर्मो का प्रयोग कर नवीन सम्बन्ध 
7-० [7]/77]--/ प्रस्तावित किया गया है तथा उसकी उपयोगिता भी दर्शाई गई है । 
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कागज वर्णलेखिकी में <९/ मान निस्‍्यन्दक पत्र द्वारा विलायक के प्रवाह वेग पर निर्मर रहता है 
तथा वह प्रवाह वेग का व्युत्कमानुपतती होता है । किन्तु प्रवाह वेग विलायक के भौतिक गुणधर्मों पर 
निर्मर करता है, अ्रतः अप्रत्यक्ष रूप से 2/ मान विलायक निकायों के भौतिक गृुणधर्मों पर निर्भर माना जा 
सकता है । इसी कारण निस्यन्दक पत्र द्वारा विलायक निकायों का प्रवाह वेग उनके भौतिक गुणधर्मों की 
दृष्टि से विचारणीय विषय है । 


इस प्रकार के अध्ययनों में स्वेप्रथम श्रोस्टवल्ड 4 ने बताया था कि निस्यन्दक पत्र द्वारा द्रव का 
प्रवाह वेग उसकी श्यानता का व्युत्क्मानुपाती होता है । उन्होंने यह भी बताया कि निस्यन्‍्दक पत्र द्वारा 
प्रवाहित जल का प्रवाह वेग समय के साथ-साथ कम होता जाता है और निम्नलिखित समीकरण का 
पालन करता है : 


8 
जहाँ 5 निर्धारित समय ४ सेकण्ड में द्रव द्वरा तय की गई ऊँचाई तथा £ और # द्रव विशेष के लिए 
स्थिरांक हैं । 

मुलर तथा क्लेगः ने इसी प्रकार का अध्ययन जलीय एवं एल्कोहली विलायकों के लिए किया 
ओर बताया कि४ सेकन्ड में विलायक द्वारा तय की गई ऊँचाई & समीकरण (!) का पालन करती है 
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जहाँ ४>>ऊँचाई (मि०्मी० में), #-समय (सेकन्ड), 8-स्थिरांक और 20-विसरण गुणांक है जो 
विलायक के भौतिक गुणों पर निर्भर रहता है। यह विसरण ग्‌णांक समीकरण (2, द्वारा श्यानता, 
पृष्ठ तनाव एवं घनत्व से सम्बन्धित है : 
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इस संबन्च में प्रयुक्त ० ओर ० निस्यन्दक पतन्न पर निर्भर स्थिरांक हैं । 


उपयुक्त समीकररों (4) तथा (2) की वेधता मुलर एवं क्लेगः ने केवल जलीय एवं एल्कोहली 
विलायकों के लिए सिद्ध की है । 

प्रस्तुत अ्रव्ययन में इन समीकरणों की वैधता की पुष्टि क्‍्लोरोफार्मी लिया हम निकायों के 
लिए की गईं है । समीकररा (]) का प्रयोग निस्यन्दक पत्र पर विलायक के प्रवर्ट की पता 
के साथ रेब्लीय संबंध प्रदर्शित करने के लिए किया गया है जो इस प्रयोगात्मक रूप से प्राप्त £ के 
मान तथा ४ के ग्राफ से स्पष्ट है। तत्पश्चात्‌ भौतिक स्थिरांकों ८, 4 एवं » का अीगात्सक निर्धारण 
करके समीकरण का मी परीक्षण किया गया है। यहाँ 20 का मान समीकरण (7) प्रयोग करते 


हुए प्राप्त किया गया तथा उसके बाद समीकरण (2) की पुष्टि ग्राफ द्वारा की गई हैं 


श्यानता, घनत्व एवंशपृष्ठ-तनाव ऐसे भौतिक स्थिरांक हैं जो ताप पर निर्भर करते हैं, अत: इनका 
निर्धारण प्रत्येक अवस्था में विलायक संघटन के परिवर्तित होने पर प्रयोगात्मक हमे से का 
. होता है। ऐसी स्थिति में 7) का मान, जो इन भौतिक गुणों के मान से ज्ञात किया जर्तिं है 
पर एकसा नहीं रह सकता। अतः समीकरण (2) को रूपान्तरित कर, 20 का मत वा ठ कर्ग्ती 
लिए ऐसा संबंध प्रस्तावित करने का प्रयास क्रिया गया है जिसमें विलायकों के गुणधर्मों का 
समावेश हो, और जो यथासंभव ताप पर निर्भर न हों और योगात्मक एवं रुखनात्मक गुणधर्म दशाते 
हों। इस प्रकार के गुण पैराकोर तथा रियोकोर हैं, जिन्हें » तथा ५ के स्थीर्त पर प्रयुक्त करना 
अधिक उपयोगी होगा । इस प्रकार नया समीकरण 


» विभिन्न तापों 
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चित कर दिया गया है। 


प्रस्तुत किया जा सकता है, जिसमें %/” . ४ संपूर्ण पद [2]/[//] द्वारा प्रतिस्था ही है 
रहा हू । 


इस शब्रध्ययन में प्रयोगात्मक मानों द्वारा समीकरण (3) की उपयोगिता भी सिद्ध की ४ 


प्रयोगात्मक 

। प्रयोग किया गया है । 

तनिक (०/०) पअनु- 
की पट्टियों का 


प्रस्तुत श्रष्ययन [में विशुद्ध विलायक के रूप में क्लोरोफार्म एवं मेथेनॉल क 
मिश्रित विलायक निकाय इन विलायकों में क्लोरोफार्म को !:3,: तथा 3:7 श्रेय 
पातों में मिलाकर प्राप्त किए गए हैं । प्रवाह वेग ग्रध्ययन में प्रयुकत निस्यन्दक 
ग्राकार 20223 से०मी० था । 


प्रवाह वेग अध्ययन आरोही प्रविश्चि द्वारा गैस जार में किया गया । विलायकों का घनत्व 
पिकनोमीटर तथा श्यानता ओस्टवाल्ड विस्कॉसिता-मापी द्वारा नापे गये । पृष्ठ तनींयें के मान जेगर 
की विधि द्वारा ज्ञात किए गए । निस्यन्द्रक पत्र पर द्रव द्वारा तय की गई ऊँचाई वापने के लिए 


केथेटो मीटर का प्रयोग्र किया गया । 
37 0 
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क़्म 
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छः 
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सारणी 7 


क्लो रोफार्म-मेथेनॉल निकायों के प्रवाह वेग का अध्ययन 


अ-शुद्ध क्लोरोफॉर्म, ब-शुद्ध मेथेनॉल, स-कलो रोफॉर्म- 
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निस्यन्दक पत्र द्वारा प्रवाह वेग अध्ययन की विधि 


प्रयोग में लाई जाने वाली निस्यन्दक पत्र की पट॒टी के एक सिरे पर पेंसिल द्वारा एक रेखा 
अंकित कर उसे विलायक के वाष्प से संतृप्त गैस जार में इस प्रकार लूटकाया गया जिससे पट्टी का 
अंकित सिरा पेट्री डिश में रखे विज्ञायक में ड्बा रहे । फिर अंकित रेखा से समुचित समयांतराल पर 
विलायक की ऊंचाई ऊर्ष्बामापी को सहायता से नाप ली गईं। इस प्रकार शुद्ध एवं मिश्चित विलायकों 
के प्रवाह वेग का अध्ययन किया गया जिनसे प्राप्त आंकड़े सारणी ! में दिये गये हैं । 


इस प्रकार किसी भी विलायक के लिये प्राप्त # (मिलीमीटर) एवं 8 [सेकन्ड) के मध्य ग्राफ 
खींचने से सरल रेखाएं प्राप्त हुई (चित्र 7) जिनके ढलान मानों से विसरण गुणांकों (20) के मान 


बा | 





चित्र 


प्राप्त किये गये। प्राप्त सरल रेखीय ग्राफ इस बात की पुष्टि करते हैं कि समीकरण () इन विलायकों 
के लिए भी एक सरल रेखा समीकरणा है। झ्व सामान्य विधियों द्वारा विलायक निकायों के भौतिक 
स्थिरांक ज्ञात किए गए। प्रस्तुत अध्ययन के अन्तगंत प्रयुक्त सभी विलायक निकायों के प्राप्त विसरण 
गुणांकों एवं »/॥ . ४ पद के प्रयोगात्मक मानों (सारणी 2) के मध्य ग्राफ खींचने पर पुनः एक सरल 
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क्लोरोफार्मी विलायकों का प्रभाव 923] 
रेखीयग्राफ प्राप्त हुआ (चित्र 2) किन्तु इस सरल रेखा के बिन्दु अ्रधिकतर प्रकीरणों हैं। इस प्रकार संबंध 
(2) की वेघता की पुष्टि इत विलायक निकायों के लिए आंशिक रूप से होती है । 
हक 
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चित्र 2 चित्र 3 
इसी प्रकार विसरण गणांकों के मानों एवं [2?]/[४] पद के मानों के मध्य ग्राफ खींचने से भी 
सरल रेखा प्राप्त हुई (चित्र 3) | किन्तु इन रेखाओं के बिंदु, रेखा के प्रधिक निकट हैं अतः यह सरल 
रेखा ग्राफ (चित्र 3) उपर्युक्त सरल रेखा ग्राफ (चित्र 2) की तुलना में अधिक अच्छा है । 
इस प्रकार प्रस्तावित संबंध (3), जिसमें »/॥ » ४ पद [/]/[/0 द्वारा प्रतिस्थापित कर दिया 
गया है, बैध तो है ही, साथ ही संबंध (2) से अधिक उपयोगी भी दृष्टिगोचर होता है। 


विवेचना 


निस्यन्दक पत्र फर आयन या अणओों की गति विलायक की प्रकृति पर निर्भर करती है, अतः 
कागज वर्णलेखिंकी की दृष्टि से विलायक के भौतिक गुणघर्मों का अध्ययन बहुते महत्वपूर्ण है । 


०99 रा० प्र० मटनागर तथा कृष्ण दत्त शर्मा 


निस्पन्दक पत्र द्वारा द्रव का अवरोहरा केशिका क्रिया के कारण होता है, अ्रत: श्यानता, पृष्ठ-तनाव 
आदि गुणाधर्म विलायक के प्रवःहु वंग को भी प्रभावित करते हैं। इसी कारण शोधकर्ताओं ने द्रव के 
मौतिक गुणों एवं उनके प्रवाह वेग के मध्य विभिन्न संबंध प्रतिपादित किए हैं?”/। 


मुलर एवं क्लेग” ने जलीय तथा एत्कोहली निकायों पर अपने विस्तृत अध्ययन के आधार पर 
पर्वकथित संबंध (#१--२०0/--8) दिया, जिसमें /0 एक विशेष निस्यन्दक पत्र और विलायक के लिए स्थिरांक 
है जो विलायक के भौतिक स्थिरांकों (6, ॥ ८» आदि) पर निर्मर सिद्ध किया गया है और संबंध 20--०. 
2१ - ४+8 का पालन करता है। एल्कोहली तथा जलीय निकायों के लिए उपर्युवत अध्ययन से प्रभा- 
वित होकर प्रस्तुत शोध पत्र में बलोरोफकार्मी विलायकों के लिए भी इत्त प्रकार के संबंधों के परीक्षण 
पंर विचार किया गया है। 


हल ही में मटनागर एवं सहयोगियों»४० ने कागज वर्णलेखिकी द्वारा अकार्बनिक पदार्थों के 
विश्लेषण में क्लोरोफार्म तथा क्लोरोफार्म मिश्रित विलायकों के प्रयोग का विस्तृत अध्ययन करके इन 
नए विलायक निकायों की उपयोगित। प्रदर्शित की है। अत: इन विलायकों के भौतिक गुण तथा प्रवाह 
वेग आदि विशेषताओं का अध्ययन विचारणीय एवं महत्वपूर्ण रूमझा गया और प्रस्तुत शोधपन्न में 
क्जोरोफार्म-मेथेनॉल मिश्रित विलायकों के प्रवाह वेग का इस दृष्टि से अध्ययन मुलर एवं बलेग द्वारा 
प्रस्तावित संबंध की सावेत्रिक वैधता की पुष्टि करता है । प्रेक्षणों से स्पष्ट है कि #8 तथा | के मध्य रेखीय 
संवंत्र है क्योंकि प्राप्त ग्रफ (चित्र !) सरल रेखाएं हैं। अव्यायित विलायकों के लिए विसरण गृणांक के 
मान ग्राफों की इत सरल रेखाओों के ढलान मानों से प्राप्त कर प्रथम बार यहाँ प्रस्तुत किये गये हैं । 
एक ही तिस्पन्दक पत्र तथा विलायक विलेय के लिए 22 और ४ के मान स्थिरांक हैं। लगभग पाँच बार 
किये गये विभिन्न प्रेक्षणों से प्राप्त मानों में 0 प्रतिशत से अधिक भिन्नता दृष्टिगोचर नहीं हुई । 


संबंध (2) भी एक सरल रेखा र.सीकरण है तथा इसमें विसरण गुणांक »/३ - ८ पद के मान का 
समानुपाती है। जब क्लोरोफार्मी विलायकों के लिए इस संबंध की पुष्टि करने हेतु परिकलित विसरण 
गुणांकों एवं »)॥ - ४ के प्रयोगात्मक मानों के मध्य ग्राफ खींचा गया (चित्र 2?) तो जो ग्राफ बना उससे 
यह स्पष्ट हो गया कि प्रत्याशित रेखा से ग्राफ के बिन्दु पर्याप्त रूप में प्रकीर्ण रहते हैं। अतः यह 
संतब्रंध इन विलायक निकायों के लिये पूर्णपहूपेण उचित नहीं लगता । निस्पन्देह विलायकों का व्यवहार 
उनके भौतिक गृणों पर निर्भर होता है, फिर यह भिचलन क्योंकि इस विचलन का एक कारण भौतिक 
गुणों के प्रयोगात्मक मानों में त्रुटि हो सकती है, किन्तु इन भौतिक गुणों का प्रयोगात्मक मान ज्ञात करने 
में उन्‍्हों विधियों का प्रयोग किया गया है जो प्राय: शोबकर्ताग्रों द्वारा प्रयुक्त की जाती हैं। अत: इन 
मानों की प्रयोगात्मक त्रुटि साधारण रूप से सीमा के अन्दर होती चाहिए । विचलन का दूसरा कारण 
भौतिक स्थिरांकों क्री ताप-निर्भरता हो सकती है । इन स्थिरांकों के मानों का निर्धारण लगभग स्थिर 
ताप पर पूर्ण सावधानी के साथ किया गया है किन्तु पूर्ण विश्वास के साथ नहीं कहा जा सकता कि 
प्रवाह वेग अध्ययत के समय गेस जार का ताप प्‌र्णहपेण स्थिर रहा। ग्रतः प्रवाह वेग अ्रध्ययन के 
समय ताप में सूक्ष्म परिवर्तत से भी यह विचलन संभव है। इस प्रकार क्लोरोफार्मी विलायकों के लिए 
समीकरण (<) की उपयोगिता दर्शाने के लिए सम्पूर्ण प्रयोग एक ही ताप पर किया जाना आवश्यक है 


क्लोरोफार्मी विल,यकों का प्रभाव ०33 


जो व्यावहारिक रूप से कुछ कठिन है । अत: इस कठिनाई को दूर करने के लिए एक नवीन समीकरण 
(3) का प्रतिपादन किया गया है। इसमें ऐसे भौतिक स्थिरांकों का समावेश है जो योगात्मक' और 
रचनात्मक है (जैसे पेराकोर और रियोकोर) | शुद्ध विलायकों के लिए इन स्थिरांकों का निर्धारण 
प्रमाणित तालिकाओं से किया जा सकता है। इसी प्रकार सिश्वित विलायक निकायों के लिए भी उनके 
संघटन के अनुसार यह निर्धारण मिश्रण नियम से किया जाँ सकता है। अत: इसी कारण (3) में से 
घटक »/५ - ८ को [7]/॥/?] द्वारा प्रतिस्थापित करने से उपर्युक्त दोनों प्रकार की (ताप निर्भरता तथा 
प्रयोगात्मक ) त्रुटियों की संमावना समाप्त हो जाती है क्योंकि इस समीकरण के सभी स्थिरांक बिना 
प्रयोग के ही प्राप्त किये जा सकते हैं। प्रस्तुत अध्ययन में क्लोरोफार्मी विलायकों के लिये प्राप्त 2 और 
[/]/[/7] के मानों के मध्य ग्राफ खींचने पर सरल रेखा (चित्र 3) प्राप्त होती हैं जो चित्र (2) की 
रेखा की तुलना में अधिक अच्छी है । झ्रत: प्रतिपांदित समीकरण (3) समीकरण (2) की तुलना में 
अधिक उपयोगी सिद्ध हुआ है । 
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एच० सी० गलाटी 
गणित विभाग, राजकीय महाविद्यालय, मंदसौर 


[ प्राप्त--अक्ट्बर 9, 973 ] 


सारांश 


दो चरों वाले प्र-फलन तथा लागेर बहुयदियों वाले कतिपय समाकलों का मूल्यांकन किया गया 
है । इन समाकलों का उपयोग दो चरों वाले प्न-फलन के कतिपय प्रसार सूत्रों की स्थापना के लिये श्युक्त 
किया गया है । विशिष्ट दशाओं के रूप में फाक्स के -फलन, दो चरों वाले 0-फलन तथा केम्पे द फेरी 
फलन के लिये कुछ फल प्राप्त किये गये हैं । 
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पं00, ए-पिगरलाठ्य ् ए० एब77430]65 ब्यते ०४796 66 #€लला एम८ांग्म ंैदएट 2९९7 072ांग्रटते 
98 एथा८प97 285८६. 


मुनोट तथा कलला£ द्वारा परिभाषित दो चरों वाले 2/-फलन को निम्तांकित परिवर््धित रूप में 
लिखा जा सकता है। 


(], #79)0: 09, ॥2), 73 .! [ (८७५, ) “6, )]|: [(८५५१ (७५). [ (6५५ 263) _] 
(99 #2) 223; (4? 9925 43 


[(०८,) 34, ) |; ] (८५, 429, 5 [( 755 44, ) | 
572 
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गा ॥] 2722 7:32 पा ( 
77 78-28) ४ (- +-405) जा 7(६/-२2; सा 7( --८+-८४+०) 
बन की न 


.. (27), 23, 22 43 
28 हि करत ह+साओे री गाब-वाओे 2 ग-क्षत2/) 
अच्चातता+ 











कच्काउक (875 


9 
7 शक न कं 
री # 

«ये :---++_नजभ/“”“फण///झआझआझः 
2 ५ / हा १4 5 है 42 7 - यो था 
है 76-०४) ॥ रब-किम्नरक) 77 रात री न नरम) 

चत. 


है 02 /// ा उच्च 


4४ ८ (-4) 


7., तथा 7 बार्तीज प्रकार के उपयुक्त केंटूर हैं। 7., +-तल में इस प्रकार है कि 7"(४6/-2;5), 

/.], ..., ४, के पोल कंटूर के दाहिनी ओर तथा 7"॥ - ० +<4॥5) इक, .... 3 तथा :(-० +7 

520 0 80 बाई श्रोर रहें। इसी प्रकार कंदूर 2५ “तल पर इस अकार (स्थित 

जिससे कि 7(6/-2/), /5], .... ह४ के पोल कंदूर के दाहिनी ओर तथा 7(]-८/+५/) 
], ..., ४घ तथा 2(]-०+2:5+-20, के पोल बाई ओर रहें । 


पड 


पे 


0<#7<473 009 ६५, 007: #79 05:॥9<< 9) (0 <.778 <. 2५ 


द्विगुण समाकल अभिसारी होता है यदि 


24 23 (्‌्‌ 98 पा 22 23 9५ ५8 
छा अचन- आर. 2-2 #<0, & (/-+* :£/-< 27 < 4 /< 0 

ह ँ ५ रा है | ह। ः ४ ०“ ह। हे 7 
है का ह। न्स्ज, है हैं शा है अआ है| स्लो हद है कट 

ह्य्‌ 27 १8 23 गा, ध्‌!्‌ ४62 

2 4- ०» वा+2 छा- 2 खान 2४ 82- <* 80/-/ 55०० 
हा > आल है चक्र अल चायना है 


72 ९ 23 7१3 23 72 4५ ४3 
8 2- ह दाक3 ख- 2 खान 02/- < 2/-2 7580, 


ह य 5४३+५ हि _च्या3तय त3 उुनक्या2+7 है 


तथा | ४789 |< इ०क | धाएहु ८ |< 38. 

यहाँ पर और झागे भी [(८५, 4/)] से प्राचलों के सेट (64, 43), (4३ ४9) "०० (499 4) 
द्योतन हुप्रा है । संकेत (५५) ०, .... 4# के लिये प्रयुक्त है । इस शोध पत्र में बड़ अक्षरों से घन पूर्णांकों 
का द्योतन हुआ है । 


(]-) के दाहिने पक्ष को अब हम इसके बाद . | द्वारा अंकित करेंगे और यही दो चरों 


वाला अभीप्सित £-फलन है। अब हम दो चरों वाले ““-फलन की कुछ विशिष्ट दशाओं की विवेचना 
करेंगे । 


दो चरों वाले ४-फलन सम्बन्धी कुछ फल 4237 


फाक्स के 7-फलन! की परिभाषा का उपयोग करते हुये दो चरों वाले “टफलन को एकाकी 
कंट्र समाकल के द्वारा निम्नांकित प्रकार से प्रदर्शित किया जा सकता है । 


१ ग््ग 
7 7((0.--58.:53) 7 7/(]-- 6: -- 4.७) 
कप ( 9, ;5) हक ६ ८ []5) 2 


४ टिका 
हट खाया. बत 7 
ध 2(--08/+2;:5)) / (४४-४५) 
| हम 


उच्यातुत: चक्र 








। [(6/:,* (५५) 3 (6 न्ज्ज 2 43)5५ (८, -- 295, 53)५ ४४७5 (८५५ 77% 35 2१%, )3 


779, 779+-728 ' ९ 
72493 दृश+३३ | 2 (62942 (०७89+722 कु (८५92 23) ह॒ । 4 
[60,, ह५,)]; (2-79 है), (३-३9 री93 ++७ पक7 98४ *48) 
(:2) 
समस्त बडे अक्षरों को इकाई के तुल्य रखने पर, 

॒ (4५): (599) | 

५ धी (774, /772)* (72] 79), 7+3 (८/.) ह है 
डा | हत 79३, 2203 23; (475 92) 48 न (-3) 
८ | (844)5 (40५) 
(932 


(-3) का दाहिना पक्ष दो चरों वाला ”-फलन है जिसे अग्रवाल/? तथा शर्मा) ने परिमाधित 
किया है (देखें भी) । 


॥375/१३-- 6३--0, रखने पर हमें 

[(०५,, “#/,).3 [4५ %७)4) 7 । 
2 | [80,, 29,)]: [(40,5 2249). 7 
४9, 79 [6५५३ (/,) | | 


हक 2 25 ॥2॥ 2 
[ (60५९ 429,) | 


हि 





(774, 779), (724, ?79), ० 
(2, 22), ट ((१, 42), 0 


704, 779 [(6/]: 4५, ) । | *4 
275 22 ( / 
[(829.5 “97)] 


प्राप्त होगा जहाँ दाईं ओर के *-फलन फाक्स के “/-फलन हैं। 





निम्नांकित प्रकार से (-) के प्राचलों को सुव्यवस्थित करने पर हमें दो चरों वाले £-फलन 
तथा कैम्प द-फेरी फलन के मध्य निम्तांकित सम्बन्ध प्राप्त होता है । 
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| ("4 “704; 4.5 २०:०४) ( ।-- 6,08५ 4) (। -८]) ), 5 है “7 ८/३॥ ) 


(7, 4). (777, 77), | ( 2 है )3 525 (] एा4तर हु ) 


(कक का आल 7 गो 
(7, गा), 4: (#+7, 2+7), 7 -+2 | (0, 7). (.--83 7.3 «४६ (] “7 ०2/) 5 8 3 लि ला । 


व 0 2 20330 0 0) 





। ८], «««॥५ ध्य 
7 6 707 
४] है| है 
चा कच्चा है फ् १(६: 935 ८]; ++०) 2 ८, 25 <& "5 
एक आज अल रे  “ 
ह गब वर गाध 7४6 23 
ता 7 उुचा  कुचा 
2 [4फर्णफ़ +-० १४१7४ 





!77855 4६८52] "८ ], ६, -5/१, 7२/१३ 7२/7१४ 5८१३ २ 4357-0० रखने पर तथा सम्बन्ध 


4, 0 ( शा 6 है 4 री 
20, 4 (£ (0, ३ बे ४5 | 0 कन्शा का उपयोग करने पर हमें 


(॥7, 4); (774, | |, 





(8, 0), 0; (4५७ 7)3 ० 
८ 


[4४9 :6).5 (77)3 (72 | 


[00.0 2493)5 (0, 4)3 (-+) 


7745 777] 
नूहटाय 7 
04 ( 4 





[(०/, “/#,) | .6 
किक मम 


प्राप्त होगा । 
2. इस अनुभाग में निम्नांकित समाकल स्थापित किये जावेंगे: 
हे लक कल कर 2 
|, गत 6४ मम [25 | ८ 
ह [4५3 ८034). [49 ८०/०.3 ("/ ॥ 


(-+ ) (2045 792; (25 79), 73-+2 द | [ -/8 ०, 0) 9 (2/५2 0.) 
7[ ((5 22), 2872; ((॥9 92), 48॥7 पा 
[64 24).) [40,: 2249). (4७ “498)_ 


( | |] +0० न 7५ 0) 


थे 
(2: [) 


<, 8। है दं; * _ 
पा ८ [8#+० है, +#6-[>0,/- 0५ ६०४ जगत 5 नस 20 2 कर 


बंघता सम्बन्धी अन्य प्रतिबन्ध (:-) के ही सदृश हैं । 


दो चरों वाले -फलन सम्बन्धी कुछ फल 239 
00 4५ न 
| क्रय हज 7५ कक [० 


हु (अल 30 5 8 कि: 08 [ (८५५ “»,) ]; 





0007 06 [(५५ ९» [५५५ 4५,)] 
जा हु 2), 23: (4]77, 42), १3 
प [(8५,, 29,)], ([--,/१+०+४, 0); [(४५, 24,)] 
[33 99) | 


(22) 
2 0 ह' () ] 
जहाँ ८ [8+ (2 )] >>0, | <- ॥7 
वेधता सम्बन्धी अन्य प्रतिबन्ध (-) के ही समान हैं । 
| हि दर! ८४ 7, (४) धर (22 | धंड 


॥/488000/0) 05 890) 92 70) 
[4509 <9).5 [4 #3) 





(+- ] )7४ (77 १, 72): (४१, 779+2), 728 


4 








का का. ४ क्‍22) 23; (4 277), 48 | | 

जा ' (< | [0५ 2,)॥ [४७ २9)], (-8#+«+७ »); 
ही 

[(/,, ?५,)] है 

(273) 


जहाँ (8-२ [ )|>० कि 0 


सकल 


वेधता सम्बन्धी अन्य प्रतिबन्ध (-) के ही समान हैं । 
उपपत्ति 


(2-]) को सिद्ध करने के लिये (-) के बाई ओर के :7-फलन को व्यक्त करते हैं श्रौर समाकलन 
के क्रम को पलट देते हैं जो द ला पूसिन के प्रमेय [2, 9. 504] के कारण वंध है क्योंकि प्रक्रम में 
खतन्विहित समस्त समाकल अिसारी हैं । इससे हमें निम्नांकित प्राप्त होता है । 


7 70-30 77 7(]- ० +4:).77 7(4/-2/) 7 7(]--6+ ९)॥) 


हा 
(<77)* | 3, . 79 2 49 
म वात-क्ष+झल)े  गा्य-40) 7 7(-थ+ 2) 


ह। च्फानुपी है _त्या 2 ॥ै 4 
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/; 


पे 
जज 7] 52 है: ०4०7) ही 


है 
है खिजियिीःजजअयइक्‍फक्‍चजलज्नज- 
कि ०-८५) # 7 क्या _५७-+ 7 
दी / लक 2 7) # 7 0 टीसकिड 672० ॥0, ् रे -] +275-+ 2) 
उक्फडनाओ _क्च8+ 7 है 


०2 ि & (& 4 है 
4 | 87%0/% 0४ इनक 7... दए दंड (!. 
0 


अब [3, 9. 292 ()] अर्थात्‌ 


के 6. _..]")४ 778 7"/8... 
| स्‍-ा ८-४ 4... 5) 2 (5) 28 0 5 नल) 7४ 80. 
0 


| ४ 7 78--०- ४) * 


तथा (-]) का प्रयोग करने से समाकल (2-) स्थापित हो जाता है । 


इसी प्रकार समाकल (2-2) तथा (2-3) भी सिद्ध किये जाते हैं 


प्रसार: जिन प्रसारों को स्थापित किया गया है, वे हैं: 
१८० | 50 2 3 
कर्ण हट बा ( 7 
४ 


। [(६6,5 4५, ) |; [(८५03 (५५) 3 ( “7०-८४, 0), 


(77!१, 7772) ; (723, 72५), 283 -थ ( 75 ०) ;् [ (८५३) का कं ( ) 
(279, 22), 28/£: (9५ 99५), 4877 5 | प है 
५5 [ (04, 3५.) |; [(4५,: 429, ) |; [932 48) 2 
(“-४-+४, ०) 
(3-) 


9; रद; न्‍ 
४१४ | ० न--0 हे + 97 कह 4 | किले 0 बा आल 7 सटे 529 कद) 
जहां जा गा श् 4); ही 3 हि 32 
वंधता सम्बन्धी अन्य प्रतिबत्ध (]-)) के ही समान हैं । 


0 6० । ॥] | 
_9 ल्‍एं __ ५! + 
ट्प्ण 4 | 2५ $ | स््ध का | 7! ([ ०्न॑ा आह | ) 


| (-+०--००, 0), (--०४, 0), [(०५ ५ ४.) 3 [(०५,५ ०३) 
[558 ? “५3१ 7. (५) 
([(6, , 24,)], (--०४-+१३ ०3 [(०५,. 2५,)]; [ (9६, २9.) 


(॥74, 779); (4 2, 729), 73 
((2772, 282; (६१+34, 92), ०३ 


(3-2) 


जहाँ “(४ | ज ०+ |“ आज कम / (2 


24% 


दो चरों वाले 2-फलन सम्बन्धी कुछ फल 


वैधता सम्बन्धी अन्य प्रतिवन्ध (-) के ही समान हैं । 
(7820 


हि __ की _ ५ ८ 
2 ड | 2500 | तह जा /(०--१+-4 ) 
| द [(4/.,5 “%, ) |; [| >56022 ५ 0) ० 0); 
(0२, ॥779)- (४3, 779+ 45); 728 : [(८५५* (०५ )|; [ (०३ 482). के ( ) 
(879 22/2), 23; (479 4277), 48 है 
2 | (4 रीक)]3 (५७ 209) (7 ते ०) 
[(/५ | 
(3-3) 


् दा 
जहाँ 4८ ([ण+क०्न० 8: > ८: आ किक // 
हि 
) के ही समान हैं । 


वधता सम्बन्धी भ्रन्य प्रतिबन्ध (-]) 
उपपत्ति : (3-) को सिद्ध करने के लिये, माना कि 
्ट 


१ 68 ) 
बी) चनऋण मे | गन #ठ्य 5) 
ध्ट्ड न 
है और विवत अन्तराल (0, ००) में परिवद्ध विचरणा 


समीकण (3-4) वेध है क्योंकि /(&) संतत है 


(3-4) 


वाला है जब ८०:20 
पे 
(3-4) के दोनों ओर «४० ४# 7 (») से गुगा करने पर तथा 0 से ० तक & के प्रति समाकलित 


50 (प्र (& 4 
| व 65 7.0 (7. (०) ८5४ 


करने पर 
क मम हज 4, (७) 77 दा | १, (333 
0 नल... 
प्रब (2-) तथा लागेर बहुपदियों के लाम्दिक गुण [3, 9. 292-293, (2) तथा (3)] के ब्रदुक्त 
करने पर अर्थात्‌ 
60 (04 4 
| &प 65 7, (४7, (४) ४४ +0 जब धन 
0 
4 (७-+-/ न ] 
४ डा: जूब ४7 
हमें निम्नांकित की प्राप्ति होगी । 
| [(५५,5 404) 5 [ (6५, (५५). 
(-- ०-०४, 0): (-7%०, 0): [(०३३ 4#3) | 


८ ( >>] ) / (ह, ४१2); (77, 729), ?3+ 2 
तफत्दपतयाओ फ # #शद कफ शक १7 | ५ | [७, , 8,.)]: [(०५,, 20)] 
3! ॥॥ थू 9 

(मद 4 [ वकोनलओ 0) 
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(3-4) तथा (3-5) से प्रसार (3-) सिद्ध हो जाता है । 
विशिष्ट दशायें 


समस्त बड़े अक्षरों को इकाई के तुल्य रखने पर तथा यदि 8--, तो (3:) से हमें 


्रप्ट (2! [25 | डर गे 32054 अल भर 
कमी 4 (6 2 8 ) 


2 | (4५, ): (८५५); (“7 ५-५०, --८6, (८/ ५) ४ 
“+ (४) 


(गा, 2720, (श, ४8), 7374 
(03, ?3), 2372: (47, 49), 43+7 
| 2 | (0५॥): (८५,); (/4.)2 “०-१? 
(3-6) 
की प्राप्ति होगी जहाँ 6 [७--०-७४। 0४;] >> --, । - ।, .. जय 
(207 47 28 43) < 2 (#प -+ 70-72) , (229 न॑ 6५ + 3 न 43) << 2 (१0५ -- 7५ -+773) 
| धाह 9 [६ [का न नीशध + ३ /8+ का +/ +॑ 43) | 
| था ८ [६ [ह॥ +/ पी “डे (8। +- 4५ ग 28 - 43) | ग 
इसी प्रकार प्राचलों के विशिष्टीकरण से (3-2) तथा (3:3) से भी दो चरों वाले 6-फलन के 

लिये सूत्र प्राप्त किये जाते हैं । 


2५८ ३5२४०, 5०, 4००४ ५००/३ 5 2३ 5४३ ८४३०-०४ मानने पर तथा (]-6) के प्रयोग से हमें (3.2) से 


[०५.५ “५ / 

777, 78 ॥। 

_ 7५, | ह | | 

[(१५,, 2५,)) 
(-])7 ॥४१, ४4+ 3 (०7०0-००, 0) (+-००, 0), [(4/,५ 4] | ८ 
2 7 आप ० (3) 
[(40,9 9.) ]+ (77० -+-*, 9) 
(3-7) 


गैता है जहाँ लग 4 
प्राप्त होता दर जहा ऐ८ [०+०+० | >>-+ »/ 75४, .... ध्प््‌ 


? कु धर ?27 गाव ५ 
८; न्‍्- 2» 8 <0, 2 /-- «४ 4;+2?! 2; ज+ 2; 8|55)2:70 
है है 4 च्य उच्यघुकर | च्य च्शातात 
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जोशी प्रभाव पर पूर्वे-कालप्रभावन तापन, पूर्व-तापन कालप्रभावन 
तथा प्वे-विरामावधि तापन की क्रिया 


जगदीश प्रसाद 
रसायन विभाग, मेरठ कॉलिज, मेरठ 


[ प्राप्त--सितम्बर 3, 973 ] 


सारांश 


+ /५ पर पूव-कालप्रभावन तापन, पूर्व-तापन कालप्रमावन तथा पृव॑-विरामावधि तापन के 
प्रभाव का अध्ययन किया गया । काल प्रभावत का -- & को घटाना और -- /ध ४ को बढ़ाना रासाय- 
निक शोषित परत की क्रमश' निर्मिति को सुचित करता है । निकाय को विरामावधि में रखकर छोड़ने से 
-+- /५ के बढ़ने श्र -- /४ के घटने की व्याख्या, वान्डर वाल की परत में विद्यमान अधिशोषित गेसीय 
जाति के $णों तथा रासायनिक शोषित परत की पृष्ठ उत्प्रेरित अन्योन्य क्रिया के आधार पर की गई है । 
निकाय की अविल्षव्ध अवस्था में उसका ताप बढ़ाने पर, अर्यात्‌ श्रोजोनित्र को 80" से० पर एक घंटे तक 
गर्म करने से +6५ में वृद्धि तथा --.6३ मेँ ह्वास हुप्रा । क्योंकि उच्च ताप पर वान्डर वाल की परत 
लगभग बिलुप्त होती है, अत: यह ताप वृद्धि के कारण, रासायनिक शोषित परत में विद्यमान अधिशोषित 
कणों की अन्योन्य क्रिया की वधित दर को सूचित करता है। प्रृष्ठ का ताप बढ़ाने पर, अ्न्योन्य क्रिया की 
दर बढ़ने के कारण, व्रिराम की अपेज्ञा तापन की क्रिया अधिक प्रभावी होती है; यह इस विचार को जन्म 
देती है कि तापत समान अवधि के विराम की अपे ज्षा वृहत्तर कालप्रभावन-विरोधी क्रिया करने में समर्थ हो 
सकता है । तापन या कालबप्रभावन के द्वारा -- /५ में उत्पन्न परिवतनों को कालप्रभावन या तापन पूर्णतः 
पूर्वे-प्रवस्था में लाने में अतमर्थ है; यह आंशिक पुनः प्राप्ति तापन की अपेक्षा कालप्रभावन के शीक्रप्रमावी 
क्रिया होने के कारण है । 


495६४90८६४ 


एारिण्ण्यटड ०ग॑ ए7९-ब2४ग58 5९०४2, ए7९४-थ्थापंगडश गशंगररु बणपएोँं ईगार छणए€ड-॥९४६ 
एछण्जांग्व धटगतएंगर ०० वुणडआरई ढर्मिब्टा., 29 उ2%8कंडा एाबआाबते, (ाध्यांओएए 597०, 
[८छ"पा (५0/082, 2/(८९८ापां. 


०46 जगदीश प्रसाद 


पुफल शरीपर्यट्ट 0 975-438772 #040778, 76-6 2078 8708 था ए7/€-2४६४ एछटा40व ॥९४६- 

98 ०0 -- 0 85 76 आपवां€द, 0808 0९०7९४४९४ --+ (४7 बाते 700"7 683९3 -- (४३ दावे 7]38 858 
9८८४ 079फ८प९ 0० एं6 छाए्डु/टडडाएड णियाबायता 06 8 दादाशांइ00९त 8ए९7.,... ०४ ५४५ 
इज़्डाटाए 75 8004 0एटा छ 4 769 एल्ज06, -+ ४४ पशा९३३९३ दाद -- (५.४ व८८-८३5८5 बधते (5 ॥95 
966४० €डाजभ्ंगटते तैंपए८ (० 8 5प्रा[8९९ टद्वाशोजइटतें ग्राटा&पर00 >ढाफटटओ 23950776त 8६520 प5 
86८68 7 8 एउम्रठेंटल भिगीड 8ए७ ब्यत टशच्गांडठ76ते [89९7.,.. 85 6 राएट्वापा ८ 8 47- 
८#८४5८०९, फर।टए 6 8एशंटाएओ 48 पशाव्डटापटत, एंड, ७9९7 (कट एछशठआंरलण ३8 शल्यांटते 740 80९(! 
६07 7 00०, न-- (0 70768868 ागते -- ७४ 4607९88९३8... कांड #88 फलटओ धाफफ्िपाएते (0 89 
06-22६८वें #ा९ ० 7/छबटाता तेपचद 40 प्ल्याफद्ादाप्राड फंडट 0ट966० 2807796त 835 [09770]65 
[5 8 दंल्मांड076व ]8ए९७, झंग्रट्ट बा. पी फ्रांड्फ [ढा0एल/डापार, एवथ्यवेट': फग्ब8 (4ए० 78 एछावटां- 
०गीए व्यपयगटा,.. वीक मद्द्ांगह 8 9 चृषांकटा 9700658 धि4वत 7३ 48 तैपह [0 )7285९० ४०८ 
0 उप्राह-&८ा०7 38 76 टा0067&(पा९ ए 8पश९९ 75 वंग्रटा 285८० ; मांड 867८ई076 5प्रष्ठइ८४ ६८वें [04४ 
प्रट्याए७ ०१४ छिपगए ब70पां 4 ल्याएलः ब्यप-ब878 ररींडिए ९0फ्रएक्ाटए क्‍0 फिर एए एमए 7 
6 8्द्ा7ठ एलणं०१,.. 3878 ० गैटदाएश8& 606४ 700 7४076 0०077एट€ांट[ए दाबगए८5 7 +॑- /५] 
छ7०प९।: ब०पा छए कब्कापडु ० बढांग8; पिंड छुगा। एटट0एटा'ए व5 ठप (0 ब878 एशंगश2 & 
पृष्य॑टरढाण ए9700255 67 6478. 

कालप्रमावन, विरामावधि तथा तापन पर --/५४ की निर्भरता विषयक पूर्ववर्ती अन्वेषणों“) से 
पता लगता हैं कि जोशी प्रभाव, -- /५४ इन अभिक्रियाओ्ों के लिए बहुत संवेदनशील है । कालप्रभावन 
_. ६ को बढ़ाता तथा --/७४ को घटाता है, जबकि पिरामावधि तथा तापन --/५3 को घटाते और 
-- /५४ को बढ़ाते हैं : -- /५४ की यह आंशिक या पूर्ण उत्क्रमणीयता भित्ति पृष्ठ की उक्रमणीय अनु- 
कूलनता को सूचित करती है| विरामावधि तथा तापन अभिक्रियाओ्रों के द्वारा -- (3 में वरद्धि और -- (५; 
में हास होने से प्रकट होता है कि ये प्रक्रम कालप्रमावन-विरोधी प्रभाव उत्पन्न करने में समर्थ हैं। अस्तु, 
यह स्वाभाविक विचार उत्पन्न हुआ कि इन श्रक्रमों के तुलनात्मक अध्ययन से यह मार्गनिर्देशन हो सकेगा 
कि ये प्रक्र॒म -- (५४ में किस सीमा तक परिवतंत लाने में समर्थ हैं। अतः प्रस्तुत लेख में उल्लिखित कार्य 
का मुख्य उद्देश्य, -- 0५3 पर पूर्व-कालप्रभावत तापन, पू्व-तापन कालप्रमावन तथा पूवे-विरामावधि 
तापन के प्रभाव का तुलनात्मक अध्ययन करना है । तापन तथा विरामात्रधि में से कौत भ्रधिक काल- 
प्रभावन-विरोधी प्रभाव उत्पन्न करने में समर्थ है इसका ज्ञान प्राप्त करने के लिए पूर्व-विरामावधि तापन 
प्रक्रम का अध्ययन करने का प्रयास किया गया। 

प्रयोगात्मक 

लेखक द्वारा पूर्व प्रकाशित लेख में प्रयुक्त विधि का प्रस्तुत प्रयोग में अनुसरण किया गया । 
प्रयोगशाला के ताप पर -- ७१-७५ अभिलाक्षणिकों का अभिलेखन करने के पश्चात्‌, पृ्वं-कालप्रभावन 
तापन संबंधी प्रयोगों के लिए, हैलोजेन (0॥,/85,) पूरित ओज़ोनित्रों को 80 से० पर एक घंटे तक गर्म 
किया गया। तब उन्हें बिजली के पंखे से उत्पन्न शीतल वायु के कोंकों के द्वारा द्रत गति से ठंडा किया गया 
और विभिन्न विभवों पर -- /५१ का प्रेक्षण किया गया। तत्पश्चात्‌ उनका प्रयोगशाला के ताप पर, 7,, से 
तनिक ऊपर के विभव पर एक घंटे तक कालप्रभावन करके, अंत में विभिन्न विभवों पर -- ७| का 
अभिलेखत किया गया । 
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पर्व-तापन कालप्रभावन के ग्रध्ययनत के लिए ओज़ोनित्रों का 7» के समीप के विभव पर एक 
घंटे तक' कालप्रभावन किया गया ; कालप्रभावन के पूर्व तथा पश्चात्‌ विभिन्न विभवों पर --०४५४ का 
प्रेक्षण किया गया । तब उन्हें 80? से० पर एक घंटे तक गर्म करके, शी घ्रता से ठंडा करने के पश्चात्‌, 


-- (५ का अभिलेखन किया गया । 


पूर्व-विरामावधि तापन संबंधी प्रयोगों के लिए, ओज़ोनिद्रों को 80? से० पर एक घंटे तक गर्म 
किया गया गर्म करने के पूर्व तथा एक घंटा गर्म करने के अंत में, ओजोनित्रों को अचानक ठंडा 
करने के पश्चात्‌, -- (५४ का अवलोकन किया गया | तत्पश्चातू, उनके एक घंटे के विरामकाल के अंत 


में, -. ७ै। का अभिलेखन किया गया । 
परिणाम तथा विवेचन 


हैनोजेनों में पृव-क्ालप्रमावन तापन क्रिया संबंधी प्रेक्षणों से प्रदर्शित होता है कि तापन के कारण 
-. /३ बढ़ गया तथा कालप्रमावन से लगमंग पूर्व परिमाण तक घट गया |; जबकि तापन के करण 
_/3 घट गया और कालप्रभावन से अ्ंशत: या पर्णतः प्रारंगाण माच तक वढ़ गया । तापन से ब्रोमीन - 
ओज़ोनित्र में --/५ पूर्णतः: तिरोहित हो गया। पूर्व-्तापन कालप्रभावन संबंधी परिणामों से #कट होता 
है कि कालप्रमावन से -- /ध४ घट गया तथा तापन से झ्रांशिक या पूर्ण रूप से बढ़ गया ; कालप्रभावन 
से -- /५४ में वृद्धि तथा तापत से लगभग प्रारंभिक मान तक हास हुआ । विराम तथा पूर्व-विरामावर्धि 
तापन के परिणामों से स्पष्ट होता है कि इन दोनों प्रकरमों से -- ७४३ में वृद्धि तथा -/५. में हास 
हुआ ; तथापि, विराम को तुलना में, समान अ्रवधि के तापन के द्वारा, -- /५३ में उत्पन्न परित्रतेंन, 
ग्रधिक प्रभावी थे । 

लेखक द्वारा इसकी मलीमाँति स्थापना की जा चुकी है कि ओजोनित्र का ताप बढ़ाने से 
-- / घट जाता है? । -- /५ अनिवायंत: एक पृष्ठीय क्रिया है, अतः तापन के कारण -- /५३ में 
उत्पन्न परिवतंन, भित्ति पृष्ठ में होने वाले परिवर्तेव को सूचित करता है। पृष्ठ अधिशोषित परत में 
कुछ ऐसे परिवतंन होते हैं, जिनकी प्रकृति और आचरण, जिनका जोशी? ने बलपूर्ववः उल्लेख विया है, 
-- /४ के लिए समौलिकतः उत्तरदायी हैं । 


तापन के कारण झधिशोषित परत के आमभलाक्षणिक्रों में उत्पन्न परिवर्तत, अधिशोषण के प्रकार 
पर भी निर्भर होता है| वान्डर वाल्स प्रकार के अ्रधिशोषण में, तप की वृद्धि अधिशोपण के परिमाण 
को घटा देती है, और उच्च ताप पर इसकी अस्थिरता से भी, जिसकी परिणति पूर्णतः: उन्पूलन में होती 
है, यह अभिलक्षित होता है। यदि यह मान लिया जाये कि भ्रधिशोधित परत ही एकमात्र सारणिक 
है, जबकि श्रन्य प्राचल स्थिर हों, तो वान्डर वाल्स अधिशोषण तात्क्षणक तथा उत्क्रमणीय!/ होने के 
कारण, ताप के एक बार पुनः घटाने से -- /५ में कोई परिवर्तत नहों होना चाहिए । प्रस्तुत परिणाम 
इंगित करते हैं कि पृष्ठ परत एक विशुद्ध वान्दर वाल्स परत मात्र ही नहीं है | क्योंकि तापन, कःल- 
प्रभावन तथा विरामावस्था से -- /४ में परिवतेनों का प्रेक्षण हुआ है, अतः ऐसी संभावना हैं कि आरोपित 
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विद्युतीय क्षेत्र द्वारा प्रदत्त सक्रियण ऊर्जा अपेक्षी रासायनिक-अधिशोषण कांच की भित्तियों पर होता 
है। । यद्यपि कालप्रभावन के द्वारा -- (५३ में वृद्धि और निकाय की विरामावस्था तथा तापन से -५(४ 
में ह्वात, पृष्ठ पर रासायनिक अधिशोषण के अनुकूल होता है, तथापि उत्तेजन पर >-- 63 की तात्का- 
लिक उत्पत्ति, किसी निकाय से संबद्ध अवशिष्ट -- (५.३४ तथा 7,, से नीचे -- ७४ की उत्पत्ति, ताप के 
साथ इसकी वृद्धि एवं 7>7,, पर विसर्जत के रुतत प्रवाहन के साथ इसका ह्वास इंगित करते हैं 
कि अधिशोषित परत के प्रेक्षित अभिलाक्षणिकों के लिए मौतिक अधिशोषरा भी पअंशतः उत्तरदायी है । 


ओजोनित्र के इलेक्ट्रोडों की परावद्युत प्रकृति के कारण, विद्युतीय उत्तेजित पृष्ठ पर सक्रिय 
केन्द्र विक्तित हो जाते हैं। विसर्ज॑व के प्रवाहत से या विरामकाल में आरोपित क्षेत्र के पूर्णतः: अपहरण 
के द्वारा उत्पन्न विकृृति या कोई अन्य कारक इन बिन्दुओं को पर्याप्त प्रभावित करेंगे। एक चक्र पूर्ण 
होते पर ये केन्द्र कुछ ग्रवशिष्ट श्राविश धारण कर लेते हैं, जोकि इसके प्ृव॑वर्ती इतिहास, विविध केन्द्रों 
में आवेश घनत्व, सक्रिय बिन्दुओं के विस्तार तथा इन ब्न्दुश्ों में आवेश को अवस्थिति से 
प्रतिबंधित होता है । इमसे एक विक्ोति विकसित होती है जोकि विरामकाल या तापन अभिक्रिया के 
दौरान जिक्ृतिमुक्त या शिथिल होती जायेगी | ऐसा देखा गया है कि कालप्रभावन के द्वारा -.0३ में 
हुई वद्धि को तापन द्वारा अंशत: या पूर्णात: विनष्ट किया जा सकता है तथा पुन: कालप्रभावन द्वारा 
-- 2४ को पुनः स्थापित किया जा सकता है'४ । 


यह ज्ञात है कि हैलोजेन सद॒श क्रियाशील गेंसों की विसजेन नली की भित्तियों के लिए 
रासायनिक बंद्ता ?ोती है/!। यह स्वाभाविक है कि भौतिक अ्रवस्थाओं में तनिक विक्षोम होने से 
ग्रधिशोपी और अधिशोष्य के मध्य उत्पन्न साम्य गहत सीमा तक विक्षुब्ध किया जा सकता है। रासायनिक 
शोषण प्रकार के साम्य के लिए, ताप में थोड़ी-सी वृद्धि का परिणाम - 233 के केवल अल्प मात्रा के 
ह्वास में होगा ; किन्तु, विशेषतः ब्रोमीन के विषय में, -- ५४ का लगमग पूर्णत: शमन सिद्ध करता है 
कि अधिशोपण दल भौतिक मूल के भी हैं। रासायनिक या संयोजकता बलों द्वारा निर्मित पृष्ठ यौगिक 
प्रायः ताप अवरोधी अधिऊ होते हैं । किन्तु, शुक्ल! के कथनानुसार क्लोरीन के लिए अधिशोषण-ऊष्मा 
20 किज्ो-कतो री प्रति मोल कोटि की है, जोकि रासायनिक-शोषण के पक्ष में एक प्रत्ल प्रमाण है । 
ऐसी स्थितियाँ ज्ञात हैं जब -- /५ की उत्पत्ति के ए घंटों का कालप्रमावन परमावश्यक होता है। 
पुनश्च, विसर्जंत नली के संदलित भित्तिद्रव्य को गर्म करने से गेस के बुलबुले उत्पन्न होते हैं/। जोकि, 
यदि अधिणोषण भौतिक प्रकृति का होता तो, वहाँ विद्यमान नहीं होने चाहिए थे । 


पूतर-विरामावधि तापन के द्वारा -- /५ में उत्पन्न परिवर्तनों के परिणामों से सुस्पष्ट है कि, यदि 
अवधि को ग्रचर रखा जाये तो, कालप्रद्वत थी क्रिया के शमन के लिए, विरामावस्था की श्पेक्षा 
तापन एक द्व॒त प्रक्रम है। यह उल्लेखनीय है कि कालप्रमावन तथा तापन परस्पर विरोध' क्रियाएँ 
हैं तथा जब तापन व कालप्रभावन की क्रियाओं को, एक नियत समय के लिए, स्वतंत्र रूप 
किया जता है तो, >- 0४ में परिवर्तन उत्पन्न करने के लिए तापन की तुलना में कालप्रभावन 
अधिक प्रभावी होता है। ग्रत: इन प्रक्रमों के द्वारा -- /५ में उत्पन्न परिवतनों के लिए उत्तरदायी कारक, 
अंधिशोषित परत तथा गैस प्रावस्था के मध्य स्थित साम्य में परिवतंन, प्रतीत होता है । 
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बाह्य विकिरण तथा विद्युत्‌-विक्षुब्ध पृष्ठ पर अधिशोषित प्रावस्था की पारस्परिक क्रिया से 
संबंधित लेखक के रूपांतरित सिद्धान्त! के आधार पर प्रस्तुत परिणामों की व्याख्या होती है। प्रारंभिक 
>_- (४ तथा 7+ 7.,, पर इसकी व॒द्धि, आरोपित विद्युतीय क्षेत्र द्वारा वान्डर वाल्स परत के विशोषण 
के का रण है। ?,, पर -- /७ अधिकतम है, जहाँ पर कि वान्डर वाल्स परत का विशोषण अ्रधिकतम्‌ 
होता है और रासायनिक शोबण का प्रारभ होता है। ज्योंही रासायनिक-शोंषित परत विकसित होती है तथा 
अन्तराकाशी आ्रावेश-प्रभाव के रूप में ऋण आयन निर्मित के कारण, 7,, से ऊपर -!- ५ के सह-प्रस्तित्व 
के कारण भी, कार्य-फलन में वृद्धि के परिणामस्वरूप, प्रकाश इलेक्ट्रॉन उत्सर्जन में हास से, 7>7, 
पर +/५४ बहुत अधिक घट जायेगा | इस प्रकार, जब अंतनिहित -- (४४ का मान अ्रंवनिहित + (२ 
से अधिक हो जयेगा तो +«४ का --/४१ में प्रतीपन हो जायेगा | कालप्रभावन के कारण रासायनिक 
शोषित परत का विकास होता है और ज्यही यह विकसित होगी कार्य फलन बढ़ जायेगा जिसके 
फवस्वरूप -- 6४ में क्वास तथा -- 6; में वृद्धि होगी । जब निकाय को विरामावस्था में छोड दिया 
जाता है तव भित्तियों पर अधिशोषित गैसीय प्रकृति के कणों में परस्पर मंद पृष्ठीय उत्प्र रित ब्रिया 
होती है, जिससे कि कार्य-फलन में ह्ाास तथा +-/५ में वृद्धि होती है ; जोकि प्रेक्षत /७३को 
घटा देता है। साधारण प्रयोगशाला के ताप पर, सामान्यतः वान्डर वाल तथा आंशिक रासायनिक 
शोषित तलों के गेसीय करों में पारस्पप्रिक-क्रिया होती है | किन्तु जब विसंजन नली को उच्च ताप तक 
गर्म किया जायेगा तो वान्डर वाल्स परत विलुप्त हो जायेगी तथा, ताप बढ़ने के कारण, पारस्परिक- 
क्रिया की दर बढ़ जायेगी। पारस्प्रिक-क्रिया तब, रासायनिकशोषित परत में विभिन्न स्थानों पर 
ग्रधिशोषित गेंसीय कणों में होगी । उच्च ताप पर पारस्परिक-क्रिया की दर में वृद्धि के कारण, साधारण 
ताप पर विरामावस्था में छोड़ते के प्रभाव की तुलना में, -- /५४ में परिवर्तत शीघ्र होंगे। इससे स्वष्ट 
है कि, यदि ये प्रक्रम समान समय के लिये किये जाते हैं तो, विरामकाल मात्र की तुलना में, ताप अपेक्षी 
तापन क्रिया के द्वारा उत्पन्न कालप्रभावन-विरोधी प्रभाव अधिक होगा । पूवे-कालप्रमावन तापन ब पूर्वे- 
तापन कालप्रभावन में, कालप्रभावन के कारण -- /५ में उत्पन्न परिवतेनों का कालप्रभावन द्वारा जो पूर्णतः: 
पुन; स्थापन नहीं होता है, वह संमवतः अरपर्याप्त कालप्रभावन या तायन अवधि के कारण है; क्‍योंकि 
काल प्रभावन के दोराम, सतत विद्यतीय सक्रियित क्रियाशील गैसीय कर अ्रति तीव्र दर से बमबारी करते 
हैं, जाकि अनुत्ते जित नली के तापन के दौरान, इस प्रक्नार की सक्रियत बमबारी नहीं होती है, अतः 
तापन की तुलना में कालप्रमावन अधिक शीष्र प्रभावी क्रिया है । इसी लिए, कालप्रमावन या तापन से 
--/5३ में उत्पन्न परिवतेतों का तापन या कालतमभावन के द्वारा आंशिक या पूर्ण पुन: स्थापन होता है । 


कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक काशी हिन्दू विश्वविद्यालय के भूतपूव प्रवक्ता डा० एम० वेनुगोपालन का उनके अमूल्य 
सभावों के लिए आमभारी है । 
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दो चरों वाले प्ृ-फलन के लिये फ्रियर श्रेणी 


एम० पी० चौबीस 


गरिगत विभाग, उदयपुर विश्वविद्यालय, उदयपुर 


[ प्राप्त--मार्चे 9, 973 ] 


सारांश 


इस शोधपत्र में दो चरों वाले #-फलन के लिये फ्रियर श्रेणी के तीन प्रसार प्राप्त किये गये हैं। 
पहले से प्र:प्त फन हमारी विशिष्ट दशाओं के रूप में आते हैं । 
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ए०्प्पलंढल उल्लंरड ई0- मिं-शििमिटाांएस ० छ० एथा्पशों०-९5. 25 ५. 7. 0प्ृरण959, 
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इस शोघधतपत्र का प्रमुख उद्देश्य दो चरों वाले सार्वीकृत 22-फलन के लिये फ्रियर श्रेणी स्थापित 
करना है । दो चरों वाला सार्वक्षित #-फलन शर्मा का &-फलनशि, अग्रवाल का 6-फलना), कैम्पे द फेरी 


का फलन, ऐपेल के फलन (/,, #५, #,, /,), ब्हिटेकर फलन तथा दो चरों वाले अन्य विशिष्ट फलनों का 
सार्वीकरण है । 


मुनोट तथा कल्‍ला/ ने दो चरों वाले सार्वीक्ृत -फलन को निम्नांकित प्रकार से परिभाषित 
किया है : 
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या 9) १/ /] ॥ 
- छत्ना* हे | #(६+०)३ (६, २)२ ३7 ८६ #। (-) 


((०५,, 4/,)) से प्राचलों के सेट (6,, 4), .... (०७,० 4/,) को बोध होता है। 2. तथा 7., उपयुक्त 
कंट्र हैं तथा 


7 


77 7(०+4६-- 4०) 


८ (६-9) 5 गा ४४७७ ऊँचा ७। 
है 
ह 76 -०-४॥६-०))) 7 7(०/+2]6 +239) 
उच्चतर है 


7 7(-०+0867 7४-22 7 --|+खग) 7 7(॥- 7१०) 





(६, १) ्् / 
7 7(6-८०)४) 77! 7(-०४,+2:£) 4 (6 -2१)%॥) 


च्यावताई उच्फः 3 773+7 


7 7(]-॥+ स्पण) 


57734 7 


यदि #,>#७720, #्ल्शब>20, #इस४५२०0, 220, क-279220, कश्क्‍इस्ट0, क्र 4०-२३ नह, 
4+4322/7+/% तेथा £, ४४ और # सभी “धन पूर्णाक हैं । 


इस शोधपत्र में निम्नांकित संक्षिप्त रूपों का सवंत्र प्रयोग किया जावेगा । 
() ((०/,)) च्ड4।, 49५ »*-३ 423; 


4 का हक का नह 
0) शैड 2 आय 20 | 0 | 56 
4 3. ह॥ है ह॥ हा 


तु 3 
त) क्ाउ्डट 4 आओ - का -+आका; + - 
है ॥ 7 ' 


दो चरों वाले #-फलन के लिये फ्रियर श्रेणी 253 


(9) 055०० ॥[- ४ 4|-2 87+ » ८ -59& ८:+2:- » # 
गायन" है 


79+*_ 


गन ज 
(९) क,व52 अ | 2-2 कक आ- 2 #॥]- #]- 2 7६ 
ग्राव्‌+ 3 ह पनीर 73-7 


2. आगे निम्नांकित फलों की आवश्यकता होगी : 


() एडल्यी[4, ७9. 3 (4)] 
((-<८+?) _(-)/7 (८+ 0) ; 
है. 5 9 5 2 आ जम 
(7) रूपनारायण [8, 9. 7084 (2-2)] 


(ग)7/'(७+ ]) (205 0/2)% 





तक 58 (-)/( 7४) ९०5 70, 9.9 
743) 0 अल 28 9. 
(0< 65: व, अधि )स्ड 
(7) मेकराबर्ट [5] 
(2) “77 (-- 3) (37 8:2)-४ ० (४)|) ८०03 /0 ट 
7प्- कह कल , 


0<:02८+, (७) <३: 
(५) मंकराबर्ट [3] 

()27'(2 _.. 3) (आं0 0)7-४ (3)| आंत (27--) 0 

7 ककुन चकआे खक्आआ के 
0<:0सटआ, 405) < ३ 


[38 


शर्मा! के फलन ७(४, 9)) तथा अग्रवाल”) के ८-फलन की .परिभाषा के द्वारा (]:]/ से 
निम्नांकित समिकायें निकलती हैं । 


(५) 

् ॥ (005 2/))5 20067) वध आ हे (4/])3 (०4]) श्र 
ै 

। ग ) 5 0 0 ६ 7) ह सर हे तो (८/५)३ (०4,) | 

8 जा, #- ० | कि 03 (एक ))| |. ५४ ३, 0-७) | / 


(£*5) 


434 एम० पी० चौबीसा 


(०५७ )) ((४9,, 7)) द (]--०/,) 


बा 
४ 779 ]9 2,77833 723773 22? /3/ 


«5 | 
22 अल 7772 हि (्‌ 87: 776 ] । (८५ 2? ॥ /7 ९ ( 4५, मै [ ) ) (०/ १$ ॥ 2, 2 5 2 3 ) 9५ ]*% ( (9 43 ) ( ॥॥ ) 
ह</। । क्त्‌ 


9, 0 | 


॥ 7) 97 


237 79, 43-77 





) | (७५ 7)$ (७७ ))) (4५,); (०99) 
(2:6) 


(शा) 


/77., 0 के शा 
४ ही (48, ) : (00) (([-५५,)/ 
४ ((-०७,)) ((--०५,)) 


१9 7779 5777 35779, 773 
(८6५५ (८५, जन ०५, (22 :/73224:9 (42:43) (0५, ) 
के हट 
7773, 7? 
| हि ] (८५५): (4५) (49५)3 ( 93) 


23775, 43-72 


772, 772 


(2-7 ) 


3. यहां पर निम्नांकित मुख्य परिणामों की स्थापना की गई है : 


(7) 
| (6 4५ ) $; (९ , 2 8, 
7/07; का 972? “7/7 497? “47 कक 
77 , 2 गर ु 
(७ 709, जा] ६59५" #20 7 ((40, “24,) 
द 9 ८०054 0/2८ 


705 7५ 


3 7778५ न | (८/,2 2५५) (9३ 44६) ) 
£ हा 4, )); ((290., ], 
207 2४५ 4, न | (2 2 (०#,5 838 /2 ( ५११ 0 पक ( 3 ) 


झ्दट (व) 77 /2 पा (77% 73... ,) (८५५५ ८५,)); ((५५,, /0,,)) 


' 23 7779, 4१५ - 77३ 





7783, 773 ) (०५५० 4७0५ ॥५ ई(/५32 474.) ) 


37779, 48-77 


--2(#)-72 2 (--)2 ८०5 १0 
3. 
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लकलन--म-, 


५० 0 | 2 04 शक 080) 





पिया 39 472 के 
# २१ | 
773. 779 0 कक ; (६... 224.) | 
४ रे 7779५ ला (५ 230 ((4५3' “49 
जा 
कह | 20% 08 |, की 8 । 
कम हम (६ 23 /#3) ( (4५ 43 के 
(3-)) 
(37) 
#7. , 0 |] ॥' | 2 ; (6 , 2 52 
। न 70५ 4३१) ((८०/३ 2, )) (६ ्। ) ( ॥॥ ध्‌ ! ल्‍ 685 ु 
779; 7यद ] > 6॥ ० ०0) 
स्‍् (627 4877 १2 रह 79 7908 ६ (“43१ “249 । 
3 ८05८८*₹ हा 
773, 7 कह 
कै ४० नी ((4/३५ ५30) (9३० “432 
पु १, (0, ); (४५ , 2/.)) 
|] पर के ६(०/)५ 45] )/ (0, ); ६६ 4? “4 । 
-(०)- ० | ० ४४ | ऑल 0) 
(ोजध्स मिल (कक पियरोफे (७ टेक) | 
है 29 
॥73, 773 पट जे 28 
(वि कक | किए खिजोके (कि गे) 
न 2(॥) 7 2 ८0$ (6 
दा 
५ _, ॥); ((8,., 2,0.)), (0, !) | 
वि | 0 (कक 40 (० 0: (% टक्क (0 ) | 
77723 779 कर (५ 6० | 40, “20, )) 
रु 0 कल) (६ 22 £2)/ 42 492 क्‍ हे 
703५ 77३ हि फ् 
8 हा (५७ िज्रेफे (किक हैक 


(3-2) 


956 एम० पी० चौभीसा 





(7; 
77] , ॥ 6 + ४ गे --+. । हज 5] + 2 )) 
| + 2 --7॥73, 43 ( 8। #72 (7३83 7)3 ६ 98: ३ ः 
28:7६ 2 2, 
/29-772. 42-77 (६८५) 2222 (६4५, 42 
9 ०05८090 
पु ४ ह 9 
(कब 4-79, |. ० 499) (0 0) 
2 5 2.0 
तत्पर ला (2/-+-]) 0 
(कक 0 आल । 4 + >> | / 2 0 ] 
| 2 - एफ दी -ै-7 (9 ), ((4७,39 4%,9))3 ( ) ((04.3 297)/3 ( हैं ) ! 
770, ! 3 कम 
के ( ५ “7१५: हा ६4%, #2) /3 (4५, 224, )) 
ट 
॥03, 7 ेु बी 
[ बन 773, 437 ) | (632 2५825 | (9३ हुं 482 / 
(3-3) 
(3 4) की उपपक्ति : हमें ज्ञात है कि 
० 0 | (% 52%, )7 6: 06 7) 
0 गए (7 ४. ४7 ही 80 0 | 
772, 7 ५ 6, १३: 
क हर शक 4५ अंतर (६८93? 89) /5 (4५, 2249)/ 
9» ०८०54 36 


777., ?; दो दे 
। ,--॥ ) ((6/५) 48) )3 (99: 432 2 


237 74, 43-73 


प्८ 5 8 (६- १) 4 ग़ 97 !] 
ज काम ॥ हर ह(हन १), १) २४ (००४ 20)28+27 4६ & 


परिणाम (2-]) तथा (2-2) का प्रयोग करते हुये (3-4) में दाहिनी ओर के समाकलन ओर 
संकलन के क्रम को उलटने पर तथा (]-]) का व्यवहार करने पर वांछित फल प्राप्त होता है । 


समाकलन तथा संकलन के क्रम को उलटना संभव है क्‍योंकि 


(४) (.) में कथित प्रतिबन्धों के सेट के अन्तगंत द्विगण कंटर समाकल अभिसारी हैं । 


दो चरों वाले 27-फलन के लिये फूरियर श्रेणी 28/ 


दा ० (--)(--£-२)/ ८08 /0 
(7) श्रेणी जा (ह+गका/ रा 


समान रूप से अभिसारी है यदि 0&6<&€:# 


(9) दो चरों का #-फलन * तथा का 9 संतत फलन है । 
फलत: समाकलन तथा संकलन के क्रम का उलटना विहित है [3 9. 300] । 


(3:2) तथा (3-2) की उपपत्तियाँ: 

(3-2) तथा (3-3) की उपपत्तियाँ (3-) के ही समान है । अन्तर केवल इतना है कि परिणाम 
(2-3) तथा (2-4) प्रयुक्त होते हैं । 

विशिष्ट दशायें 


यदि हम समस्त 4;, 2), ०५ 2 और /7 को इकाई के तुल्य रखें श्रौर (3:), (3-2) तथा 
(3-3) में (2-5) का उपयोग करें तो शर्मा के 5-फलन के परिणाम प्राप्त होते हैं । 
(9) पुनः (3-), (3-2) तथा (3-3) में (2-6) -का उपयोग करते हुये |--4/, 5२५७३ “7 %३०%# 
--०,75०३ की प्रतिस्थापित करने पर माथुरा” द्वारा दिया गया परिणाम भ्राप्त हाता है । 
5. समाकल 


(3-), (3-2) तथा (3-3) फलों से निम्नांकित परिमित समाकल ब्युत्पन्न किये जा सकते हैं । 


है ( 
५ | । ((4#]: “4, ) 3: ((0५-' 24,)/ 





3  205* | 
हें ४66 के ०८०5 (6 408 
हे ् आम । (कक 788 (24५ 2299) 2 ह 
29 ८०05£ 50 


पा 775 ) ((८/,: 4५३) ॒ (५, 274.) | | 


/8- 773, १37 778 


धो 


हैः -+-2, ॥। े । 
लक | (55 | )3 (६, 4)» ((4/#]5 ४9, ) 5 (0045 294, ) 5 ( --£, १) ! 


। 77.., 77 > 
घ््र ( हा र्र “68 हा घ(८#95 ८५३)/: । (६0, 24५) है! 
५ 
77.3, /7 2) ह 2 
पट (९9 खो (क्र टिकी 


हु (6) 


258 एम० पी० चौबीसा 


774, 0 । 4 2, ]). ॥(8, , 2 
| पी 7 हये वा कक 8॥000 8 08 ६९0 408 2 205८८ ; 


हा 703, 77५ 6५ १३: 
| हु ६8, 5 7705, 42 की | (6५५२ (02223 ((46,5 <29५)/ की ९०05 ८0 ८0 
./ ०086८“ > 


773, 7 १. ///, | 
(3 - हे (०३० ८ /3/)5 (992 432 / 


४77 न !, 0 ४ 
। गा की तन !| (6, ), ((42#5 4/,))> (-7/ 4); (0५, 497) / (0, ) ! 
न्‍- (धर) 2 पर 22860 न की (00304 [050 ) 
2 
77५, 7? 2 
श हि 6877 | | ॥ (6४.5 ४0,))5 (9३: 422) 2] 
(०-2) 


((०५,५ “4५, ) )5 (मी | है (०५.५ 429, )) 
४ 20522% | 


। 
द 72, 79 0 27 (2/--)0 
| मे 6५ ००). किक करके (4५ 2) हा 


| 77, 0 । 
निधि रय 4) 





9 ८०085९८८* 6 
*97., | बा 
(9 - 72४३, 93 77 0) | (८/३ 42५५) 42 (५ 43? 43) ) 


/77-+-, 0 ेल्‍ 
४ 2 हर दीप: !| (6, ) (4५७ 4/,)); (“77% ); ((०५,, 2५,)); 
(0, 7) | 
मत । 00५, १५ ) 


28 7 20५, 42--75७ 


((८०/,५ (»,) ); ((44,५ “24,) । 


के 
777... /7 है| ु फ 
रस ४0५, 48३-- 7६/ १०५५० 2/.) ॥। ( /9,2 432) 


(3-3) 
उपपत्ति: 
(5-]) तथा (5-2) प्राप्त करने के लिये (3-]) तथा (3-2) को ८०६ # से गूणा करते हैं और 


0 से ग तक समाकलित करते हैं। (5-5) के लिये आं॥ (2४+-)6 से गुणा और 0 से # तक समाकलित 
करते हैं । 


विशिष्ट दशायें 


() यदि समस्त 4॥, 2;, ८, 2], £| 'र #| को इकाई के बराबर रखें और (5-), (5-2) तथा (5 3) 
में (23) का उपयोग करें तो शर्मा के ४-फलन के परिमित समाकल प्राप्त होते हैं । 


दो चर्रों वाले #-फलन के लिये फूरियर श्रेणी 259 
(7) (5-), /5-2) तथा (5-3) में (2-6) को प्रयुक्त करने तथा सर्वत्र [--०५, +-०५,; [-7५४77%५ और 
--०/ ,55%, प्रतिस्था'पत करने पर माथुर द्वारा दिये गये फल प्राप्त होते हैं । 
0. आवतंन सम्बन्ध 


यदि हम (5-9) में 3(००४ 2/ 8-- ८०४ (27. 2)८) के स्थान पर 9 (/2/--)6 भं॥ 6 रखें और 
9 के स्थान पर 20 रखकर फल (3-2) का उपयोग कर तो निम्नांकित परिणाम मिलता हैं । 


दा 

















हे ना 5 पक 
कक (५५ 0५9४ (०५५ 299) 
के 
07 आह, (0 44 77570) झ् 
पक का 0.4-]| | (५ ) (कक 4073 (-% ।) (६ 90% (0 ) | 
7-0)... 0॥ कार (एफ टेक) 
। - 
हि (७७५ 2%५3)): ((7 9) 
क्‍73, 7 ऋ ॥+] | (+# ॥)2 (०३4७) (--9 7); (४9 00): (०) ॥ 
प्र 656 (०५५ 0५)) (०७ 292) | 
0 गम (6५५ 9५8) ((५७ 7५३) 
(6-) 


विशिष्ट दशायें 


२ 


() (6:) में समस्त 4, 83, ८), 23, 2 और 77ै को इकाई के तुल्य रखकर तथा (2-5) का उपयोग 
करने पर शर्मा के 5-फलमन के परिणाम प्राप्त होते हैं । 


(४) यदि हम (6-]) में (2-6) को व्यवहृत करें तथा (6.]) में -- 4५ 5२4५५, --८०,5२०५,: 
8--०/,5%, प्रतिस्थापित करें तो माथुर द्वारा दिया गया आवर्ती समबन्ध प्राप्त होगा । 
८34? <* 


460 


एम० पी० चोबीसा 
कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० यू० सी० जैन के प्रति आभार व्यक्त करता है जिन्होंने मार्ग-दर्शन किया । 
निर्देश | 
अग्रवाल, आर० पी०, प्रेसी० नेश० इंस्टी० साइंस इंडिया, 965, 3&, 536-46 


ऐपेल तथा कम्पे द फेरी, #'प्राल्य॑ं०ाड जिएएकछुण्मालाफावुपड ढा ?7एएए७४ शव्ख्रवुपद8&, ?0ए]- 
70765 8! फजल्कमां।6 02प777०+ ५७३।॥७४०४, पेरिस ]926 


ब्रामविच, टी० जें० आई०, 379 प्रक०वंपटां०म ६0 6 "फ्रटठ79 ता वशग्ो।6 5८8, मकसिलन' 
लन्दन, 93] 


एडेल्यी, ए०, स्राहुअलक वफछाड गिएमलां०05, भाग हैं सेकग्राहिल न्यूथार्क 954 
मंकराबटं, सी० एम०, सेथ० जने ०, ]959, 7, !43-45 

माथुर, ए० बी०, मेथमेटिक्स एजुकेशन, 969, 3 (), भारत 

मुनोट तथा कलला, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, (प्रकाशवाधीन ) 

रूप नारायण, (४0770. '४४/5, 47, 2 


शर्मा बी० एल०, 4705 त6 80०. $०. १6 75८९७ ] ५४०७७, 79, 26-40 


४[73॥3 ?8745क्‍3 00 #॥053॥0 3॥ ?3६॥[८3 
४०।. 7, २०. 4, (0८८०७४/", । 974, 2826५, 26[-270 


परक्‍लोरिक अम्ल में (७(५7) द्वारा आक्सैलेट आयन के उपचयन 
का अणुगतिक अध्ययन 


वबी० एन० भटनागर तथा पी ० जो० संत 
सोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल, तथा राजकीय विद्यालय, खरगोन 
| प्राप्त--मई 3, 974 ] 
सारांश 


आ्राक्सेलेट आयन के उपचयन की अगुगतिकी का अध्ययन परक्‍्लोरिक अम्ल के माध्यम में किप्रा 
गया। अभिक्रिया को कोटि उपचायक के सापेक्ष एक तथा आक्सैलेट आयन के सापेक्ष दो पायी गई है। 
(77(५१) की सां>ता के साथ वेग में परिवर्तत बताता है कि क्‍7070,-सक्रिय उपचायक करा है जबकि 
ति+ की सांद्रता के साथ वेग में परिवर्तत दर्शाता है कि #/००५/!7+%। अ्रनुत्पेरित अभिक्रिया की सक्रिय-ऊर्जा 
3 कि० के०/मोल प्राप्त होती है जो आक्स लिक अम्ल में ८ 0 बंध के विखण्डन के लिए आवश्यक 
ऊर्जा से लगभग 35-33 कि० क० मोल कम है । सक्रियण ऊर्जा में इस कमी का कारण उपसहसंधोजकता 
होना चाहिये तथा उपसहसंयोजकरता की अतुपस्थिति में सक्रियण ऊर्जा का मान कहीं बहुत अधिक होता 
चाहिये । संकुलकारकों का उयथोग करते पर अभिक्रिव्रा वेगमें प्रभावी वृद्धि की व्याख्या-इलेक्ट्रान 
परिवतंव के रूप में को गई है। अपचथन का क्रम (7 (५७०)-(८४ (५७)->((४ (7) प्रदर्शित क्रिया 
गया है। सारे प्रयोग वायु की उपस्थिति में किये जाने के कारण माना जा सकता है कि अंतिम पद में 
(४ (74) वायुमंडलीय भ्राक्सी जन द्वारा तत्काल उपचितहो जाता है। 


39588:2९४ 


ऋाकर्एंटड लाई ०डाचिबाएउत्म 0 ०डराॉश्रारट इण्म 97 टएऋ०म्ांपात (पा) पंच छुललटी तट 


बढएाते छझछल्वापएछ, 29 ०. ५. छाबंगबह8ु4०, 06] एाहएघ४7 था 2एांतए23899, 3907) ब्यते 
7. (5. 5870, (50०एट/आफएाटा (70022, 67०४7 ४०7८. 


क्िगरटा765 0 ठडांतवबाउ06त ० ठडद्रीद्वाठ 070 एड इपवीर्त 08 एलटॉॉ6ठ्लरए बटांत क्ाल्तांपाण, 
(97त67 0₹ पल 728८007 8 076 एम 725966६ ६0 ठखांतठेबरगां छपते (ए० शांति 76४9८८६ ६0 5पों०४7 0८. 
जएग्रगंबाठय 072९ शत 207टल्यफबव6म छा (7७ (५७) इ70णछ5 पी स070,-व78 7९ ३०ए८ 


०डाताआगाएु भुए८टांटड, छाप्तए 00086 एद्वापक्षाव407 678 जाप ए7ट59९९ 40 मए0क्‍फ7ठ8०07 ३०४ ८07- 
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ढल्गाफब007 30५5 4 &/005/स+,._ एफ शाकएफ 06 बटएशॉ0कफ 0 प्राटका4ए४टत #९बटा60फ 
€्ाप्रधाटवं 07 6 फ्द्यांदारता) 0 #ारट 207ड8वाए शत ढााएद/दापाट 75 ० (6 ०जतं० ० 
3 ॥₹८&5/770 6, 50706 35 ६० 55 #ुटश)8/7706 ]655 पाक ऐड ढाकहए सल्वृपाएदत ६0 एछाठब: 
(76 (0--(४ 9094 ४ ०ड्बठ बलंवे,. 00-90 तीग्ढत07 458 768990फ9979]6 [07 ]०णदापंपह | 8८7ए8- 
प067 वाटाएए छएए फांड बणणाप्रा; बण्वे पी जाधि०ण्पा 20-07वग्र8007, 6 बटाव एबॉ070 ढट०7छुए 
७०परात 96 4870 (0०0 परांहु॥0 07 (6 72%8८६०7 ६0 970०6९८त., फट ७ए०एका/ढाए 700285९ 0 7€8८७४0%४ 
#बा€ 09 बठदा78 ८07796578 28९7४ 795 0९९० €ह़ए47ए6वें 65 वैंपड [0 8 2-6९९८(४०07 एएरई्डाटा' 
इट०007.,.. फ्रढ 0075९ 0 ६6 ए#टवैपटणा 783 7९८४ 720755ढ४0८6 288 (४ (ए॥)->(५7७(79५)-> 
(/(47), एछांग्रटड &व। 6रएआप6008 878,067077764 ३7 छ765ट्यट2 0 80, 7 8 7€8807&0]6 (० 
९06०८ दा (7 (74) 7 2 857 ४886 75 5प5ट0ए९पा।ए 6डावाइटतव 00 (0(774) 408 (972८5८४८ 2 
0६ &07080767८ ०5ए8८०. 


अनेक आक्सी आयनों-त06छ॥7, प्र087% » तथा प्लणा॥7 द्वारा आक्सैेलेट आयन का अध्ययन 
क्रिया गया है। जोन्स, वाट्स / एवं बाकोरे/” ने आक्सलिक अम्ल के बेनेडियम (५) द्वारा उपचयन का 
अध्ययत किया । चक्रवर्ती तथा घोष”? ने, आयनों की उपस्थिति में, आक्सेलिक अ्रम्ल तथा अम्लीय 
डाइक्रोमेट की अभिक्रिया का अव्यवन अवशोषणमिति द्वारा किया। कुरूपिका तथा केडलाक» ने 
पोलेरोग्राफी विधि द्वारा तथा ग्यानी तथा सुखनन्दन प्रसाद" ने विभवमिति द्वारा क्रमश: कार्बनिक यौगिकों 
के उपचयन के वेग का तथा मेंडेलिक अम्ल-अम्लीय डाइक्रोमेट निकाय पर ॥/५७ (77) आयनों के प्रभाव 
का अध्ययन किया। धर ने बताया आक्सतेलेट तथा पट्संयोजी क्रोमियम के बीच होते वा«ी मंद 
अभिक्रिया को 0४ (77) आयन द्वारा उत्प्रेरित किया जा सकता है । उसके अनुसार सल्फ्यरिक श्रम्ल 
की उपस्थिति में इस अभिक्रिया की कोटि बहुत श्रधिक होती है--क्रोंमिक अःल के सापेक्ष एक अण॒क' तथा 
आक्सलेट के सापेक्ष त्रिश्रणुक । जोब्लेजन्स्की /! तथा दागनर/* ने इस अभिक्रिया को क्रमशः अनेक 
पदों में होने वाली तथा अनेक मध्यग-उत्पादों के निर्माण के साथ चलने वाली बताया है। प्रस्तत शोध 
पत्र में हमने इस अभिक्रिया-कोटि पर संकुलका रकों का प्रमाव भी ज्ञात किया है। ह 


प्रयोगात्मक 


सामग्री : क्रोमिक अम्ल का विलयन “बेकर ऐनेलाइस्फ' क्रोमियम ट्राइअ।क्पाइड को आसुत जल 
में विलीन करके बनाया गया है तथा इसका मानकीकरणा अयोडीमिति अनुपातों द्वारा किया गया । 
परक्लोरिक अम्ल (रीडेल) का मानक्रोकरण सोडियम-हाइड्राक्साइड (0० आर०) के मानक बिलियन 
द्वारा किया गया । सोडियम अक्पैलेट ई० मक ० कोटि का उपयोग में लाया गया। अन्य सभी अभिकर्मक 
शुद्ध विशिष्टता वाले थे । 


अणुगतिक सापन : अभिक्रियाएं कांच की डाट से यक्‍त, बाहर से काली रंगी बोतलों में स्थिर 
ताप (+0:02"2) पर सम्पन्न की गयीं। अभिकमेक पदार्थ का ताप, ताप-स्थापी के ताप के बराबर 
करने के बाद इसी के ताप पर ही अभिक्रिया बोतलों में मिलाया यया । समय के एक निश्चित अंतराल 
पर सम भाग निकाले गये और उनमें भ्रनभिकृत की सांद्रता आयोडीमिति द्वारा ज्ञात कर ली गयी। 
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आयोडाइड के वाय्‌ द्वारा उपचयन से बचाव के लिये वांछित सावधानी बरती गयीए'!। हाइड्रोजन 
आयन की सांद्रता के लिये प्रकक्‍्लोरिक अम्ल तथा स्थिर आयनिक सांद्रता के लिये सोडियम परकक्‍लो रेट 
का उपयोग किया गया । 


परिणाम एवं विवेद्ना 
3, (अर) उपचयन 
आक्सलेट के क्रोमिक अम्ल द्वारा उपच्यन के फलस्वरुप कार्वनव डाइआ्रावत्ताइड गेस उत्पन्न होती 
है। इस अभिक्रिया को निम्न रूप में लिखा जा सकता है : 
3 0,0,---+2 सक+#0,-+4 घर+->2 65 ()-+6 00, --8 छ,0 
(आवसेलेट के प्रति ग्राम श्रणु के लिये क्रोमिक अम्ब का -5 ग्राम अग्‌ लगता है ।) 


(ब) बेंग नियम : जब ग्रावसैलेट एवं हाइड्रोजत आयनों की सांद्रता उच्च होती हैं तो (० (४१) के 
विलोप होने का वेग प्रथम कोटि का होता है (चित्र 3) । 


सारणी 7 | 
[0४७ (५७१) ]--2 0%८ :5 4 |] हद ; ५्र 
| | ४4 
[(//०,-] 55500 ५८ 0-3 हे | डे 


८8 - 
[+] गा 0 | 8 [ रा | हु 
न 0-2 शनि ट 
ताप --:0" से० हा 


७. ++0-50 १0 हि कि लि 
चित्र ! 
समय मिनिटों में (८-«) ४, >< 08 प्रति मिनिट 
ु 2) स्व 
3 ०2 26-:0 
[0 4*46 24-68 
(5 3*92 200 ॥ 
20 3-40 95.9 
235 2-96 26-3 
30 2-68 23*:2 
40... 92.04 25-7 


50 :60 ०5.4 ग्राफ से : 25:5 :८ ]0:8 
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2. (5 (शा) की सांद्रता के साथ बंग में परिवर्तन 


(% (ए) की सांद्रता बढ़ाने पर वेग नियतांक क्रमशः कम' होता जाता है। 


सारणी < 
[0,0,77]--40 ५८ 0-8 ॥ ताप --30० से० 
[777 | +50"-8 ५६ 5050 
[06 (५॥)] -0 है; >( 708 [छद0,-]%0४. 0%(क (ए)][प्तक0,-] 
ग्राम अण प्रति लीटर प्रति मिनिट 
]-0 8:4 ० 48५ -99 
20) 6-4 | /:46 -88 
4-0 [5:2 3[-70 -9] 
/*0 3*-5 49-56 [-00 
[0-0 ]]-5 64-90 ]-77 


सारणी 2 में दिये गये परिणाम बताते हैं कि वेग 77070,- की सांद्रता के समानुपाती है। 
सल॒0:0,- के मान, डाइक्रोमेट निर्माण के लिये निर्माण-नियतांक का मान 2-4 ,८ 0-* (7४ सान कर 
परिकलित किये गये हैं । 


यह बताया जा सकता है कि जब (४७ (७०)>ह४६॥|8, अर्वात्‌ 3 0//0-% ४, न(70,- की 
सांद्रता, क्रोमियम (५३) की कुल सांद्रता के बराबर होती है । प्रस्तुत परिणाम बताते हैं कि क्‍78070,- 
सक्रिय उपचायक करा है । 


3. आक्सेलेट आयन की सांद्रता के साथ वेग में परिवर्तन 






सारणी 3 । 
4४2५0 
[(# (७॥)]--2-0 ५ 0-% ७ पद 
[छ+]]. +-0-8 |/ | 80-0[- 
गे 
ताप ०03-- से० 'हूं. 20-06 
हु 


70-20 20-0 30:०0 <9-0 


[०४०५४] _ (:0/0--<+ 
चित्र 4 
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[0७०८7] » 307 2 0४ ८/ [४०६] 

ग्राम अणु प्रति लीटर प्रति सिनिट 
]0:0 4802] 0-5 
20-0 4-60 ![55 
30:0 9-20 [0-2 
40-0 46-40 0-2 
50.0 23-50 ]0-2 
60-0 32-20 9-0 


सारणी 3 के प्रेक्षण से स्पष्ट है कि आक्सैलेट झायन की रुंद्रता में परिवर्तत के साथ 
४./[0,0,--]१ स्थिर रहुता है । अतः श्राक्सेलेट आयन के सापेक्ष वेग की कोटि दो है। 


4. हाइड्रोजन श्रायत की सांद्रता के साथ वेग में परिवर्तन 
सारणी < 


[0# (७७)]--2-0 »८ 0-% $4 





| 7.2 रा 
[0,0,-] ७40-:0ल्‍0-8 58% .*“> | 
के रु 
५ /3 -0 
ताप ++30 से० जि 
पे 4 
/ +-0-50 १ ०. 
न न 
0-6 0-8 /*-0 /-2 *<4 7:6 
2+ ०4 [#[ -» 
| चित्र 3 
[ल+] »८0: ४ >< 0% 2--]08 [77] 3न्नी०्डट 9 
ग्राम अणु प्रति लीटर प्रति मिनिट 
6-0 5-06 0:7782 0-7042 
2-0 [2-53 -0972 ]-0979 
8-0 6-40 ]-2553 ]-2]48 
24-0 ]8-40 ]-3802 ]-2648 
30-0 20-00 ]-477] ]:300 
36-0 20-00 ]5563 -300 
42-0 20-00 -6232 ]-:300 
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चित्र 3 में [08 #; तथा 08 [8+] के मध्य आरेख प्रस्तुत किया है । आरेख के प्रे.. विदा 
होता है कि प्८॥0, की सांद्रता बढ़ाने पर वेग 777 की सांद्रता से प्रभावित नहीं होता। आरेख की 
रेखा के ढलान&(5।०7८) के मान से हाइड्रोजन आयन के सापेक्ष वेग की कोटि 0-5 प्राप्त होती है, अर्थात्‌ 


६ 2 ् हक । चः 


5. उपचयन वेग पर (४७ (7) आयनों का प्रभाव 


सारणी 5 
[(४ (७१)]--2:0 »८0-5 ताप --30 से ० 
[2,0,,7] 520-:-0 9८ 0-8 १४ ०. +50-5 ७ 
[27 (7)] 2८ 05 &. »( 4 05 #0 >< 04 
ग्राम अ्रणु प्रति लीटर प्रति मिनिट 
(0*0 4-60 न+ 
-5 9-77 -- 
2-5 ]-04 का 
5-0 20-30 न्प्क 
/5छ न ]*3 
0-0 न 6:7 
6. संकुलकारकों का वेग पर प्रभाव 
सारणी 6 
[(० (५१)]--2:0 *८ 0-5 )( ताप 5-30? से० 
[(५००,7] 5540-0८ 0-% ७. 50-50, 
[्+] --0-]8 / 
संकुलकारक ४: > 0$ प्रति मिनिट 
न न 6:40 न 
पिरिडीन 0-0] ]4-95 
2,2' बाइपरिडिल 0-000256 / 8-40 


आर्थों फिनान्ध्रोलीन 0-000707 / ]9:0 
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क्षारकों द्वारा उत्प्रेरण प्रभाव का ग्रध्ययत बताता है कि अभिक्रिया पिरिडीन द्वारा उत्प्ररित नहीं होती, 
जबकि बाइपिरिडिल तथा आर्थों फिनान्थ्रोलीन इसे उत्प्ररित करते हैं । यह संभव है कि बाइपिरिडिल- 
निकाय में अनुनाद अभिक्रिया की (संक्रमण) अवस्था का स्थायीकरण करता है, जेसा कि ट्रांस-८0 
(&-2?,) ०४५१९ के अम्लीय जल-अपघटन में बताया गया है । 


7. ताप का अभिक्विया वेग प्र प्रभाव 


सारणी 7 
0-8 
[0४ (७)]--2-0 ५८ 0-% %॥ । 
[0,,0,--] --40-0 ल्‍८0-% |॥ रू ०6 
श्् 
[छ+]॒ -0-8 (४ पा 
(कूः0' 50 ४ 
0-2 
ऊ-ता उ>ठा उछ8 उकठ  * 
/./7' #६ 2 >> 
चित्र £ 
ताप ताप 0 5 85300 8 ४4 >< 03 &, » 0$ 2--08 /&, 
32 6! ०१७ प्रति मिनट 
30 303 33-0] 6*4 ].70 0 2304 
39 308 32-47 23.0 2.39 0-3784 
4) 343 345:96 २220 2५ 3.00 05250 
435 386 3]-44% 4[*4 4&,3 0:-6345 


अभिक्रिया का अ्रष्ययन 30 से 457 के मध्य विभिन्न तापों पर किया गया । विशिष्ट वेग नियतांक का 
मान, प्रेक्षित प्रथम कोटि वेग नियतांक से निम्न समीकरण द्वारा परिकलित किया गया : 


है --६/०0 [५५०५7 |£ 


निरक्षेप ताप के व्युत्कम के विरुद्ध लाग विशिष्ट वेग नियतांक ]08 6, के आरेख में सरल रेखा 
प्राप्त होती है (चित्र 4) । रेखा के ढाल से परिकलित सक्रिय ऊर्जा 3-22 किकौ० प्रति ग्राम अ्रणु 
प्राप्त होती है । आवृति गुणक 92 तथा 0७ के मान क्रमश३ 5:008%077 ऋण८-+ पद! इलटाा 
तथा --24 ८. प. प्राप्त होते हैं । 


क्रो मिक अम्ल द्वारा प्रॉक्सिलेट श्रायत का उपचयन, मरकक्‍्युरिक क्लोराइड का अपचयन प्रेरित 


करने में असफल रहता है। इससे विदित होता है कि अ्रभिक्रिया के मध्य स0,0,, 0,0,- य ॥00,- 
5? 5 
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के समान मूलक श्रथवा मुलक आयन नहीं बनते हैं। इसमें यह निष्कर्ष निकाला जा सकता है कि 
(४(५) दो इलेक्ट्रॉय उपचायक की तरह कार्य करता है, जिसकी पुष्टि क्षारकों के उत्प्ररण 
अध्ययन से भी होती है | भ्रम्ल की उच्च सांद्रता से अश्रमावित रहना यह दर्शाता है कि वेग-निर्धारण' 
पद में आक्सेलिक पअम्ल-अणु भाग लेता है, आवसलेट आयन नहीं । 


प्रक्षणों से ज्ञात होता है कि (० () अभिक्रिया का वेग उद्मेरित करता है। आक्सैलिक 
अम्ल का परमैंगनेट द्वारा उपचयन/४-?१ तथा सीरिक सल्फेट द्वारा थलस सल्फेट का उपचयन*०, ॥४(]) 
आयतनों द्वारा उल्नेरित होता है। प्रस्तावित क्रिया विधि के अनुसार, पहले ४7४ (77) उपचायक क्रिया 
करके १/४(॥7) तथा १/४(7५) बताता है। ये उच्च संयोजी आयन, अच्छे उपचायक होने के कारण, 
अपचायक को उपचित कर देते हैं । अत: १४४ (॥१) की उपस्थिति में अ्रभिक्रिया में 07(५]) का विलोप 
हो जाता है। इस प्रकार अभिक्रया का वेग बढ़ जाता है। ]४४(77) की उच्च सांद्रता में, अ्रभिक्रिया 
क्रोमिक अम्ल की सांद्रता से अ्प्रभावित रहती है। संभवत: (४४ (7) या १४४ (५) श्राक्सैलिक अ्रम्ल 
के साथ संकुल बनाते हैं तथा इन संकुलों का विधटन वेग निर्धारक पद होना चाहिये । 


अनुत्यरित अभिक्रिया की सक्रियण ऊर्जा 3 किकै० प्राप्त होती है जो प्राक्सैलिक अम्ल में 0-0 
बंध के विखंडन के लिये प्रावश्यक ऊर्जा से लगभग 35 से 55 किके० कम है” । सक्रियण उर्जा में इस 
कमी का कारण उप-सहसंयोजकता होना चाहिये तथा उप-सहसंयोजकता की अनुपस्थिति में सक्रियण 
ऊर्जा का मान कहीं बहुत अधिक होता चाहिये । 


उपयु क्त अध्ययनों के प्रकाश में विवेचित अ्रभिक्रिया के लिये निम्नलिखित क्रियाविधि प्रस्तावित 
की जा सकती हैः 


((2077 (()0(९). (४९), 
पल कु 2 रो जनलल-- +छ,0 0) 
(:(००0०प्त ((2()7 
((2(0.. (700, 900९ ((2(0. (४70, (09)00 । 
| मु | टल्नवलक नल सन टक्‍ 9. हा | (7) 
((20फप्त 4700९ ((2०९) 90000 
(200. ९700५ (08)00 (70, (८00),+-2 ८०, --9,0+ 
| कि-नजि-+-+-+-+> (79) 
((20छ 43000; (7 (५) 
(70५ (८००0),--५४ (५) ---------> 2 ०0,+ (४)--५४ (777) (५) 
(()( लत 
(०७ (५)-+ | जापयायायाएरो ४ [7) -- 2 (0, -- पझ्त,0 (५) 


((2()प्त 
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प्रस्तुत कार्य में ग्राथिक सहायता देने के लिये लेखक विश्वविद्यालय अनुदान आयोग का और 


सम्पूर्ण काय॑ में मार्गदर्शव एवं उत्साह वर्धन के लिये डा० एस० एन० कवीश्वर प्राचाय॑ विज्ञान महाविद्यालय, 


के आमभारी हैं । 


4. 


40. 
4]., 
॥2५ 
3. 
4. 


। 85 
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एस० पी० गोयल 
गणित विभाग, वनस्यली विद्यापीठ, राजस्थान 


[ प्राप्त--जुलाई ।, 974 | 
सारांश 
दो ८-फलनों के गृणनफल की अष्टि वाले समाकल परिवतें के लिए एक श्रद्वितीयता प्रमेय 
की स्थापना की गई है। इसके पश्चात्‌ इस परिवतें के लिये कई प्रमेय बताये गये हैं । 
3स्‍955(एछ८ां 


जिगघरतेए णी छुध्मलाथगर 2९वें प्रधार्शुष्यों (#ब्ा्डई07मा-वव. 2) 8. 9. (००ए०, 2८047 67४ 
०६ (६77 ८एा०था08, उद्ब!8870 एतए2.॥0॥, 84702879] (०]285४ 


77 75 92067, '८गि४डए €४2०॥80 (6 प्रशातृ"पटशआट85 (60707 607 27 49/८878)] (7978$07770, 
056 लाग्रटी 48 फरार फुाठतवेंपटा 6 ४४० ० -फिलांत्यड हफएठाटत #टल्लाए 0५6 2पांंपिठ:/2, 
स्‍द्वाटाए 070, एढ डंडा टठाबांप (607टए5 07 (5 दद्याड 0770... 73509, ए८ट 970ए2 & गद्ज दावे 
77(८7८5078 (607670, 50 गु फरदएटठकस्‍ालटांएओ >6छरटओ ऐड वपाब865४ बात ठा7874]38 ० 
ए्टाबाटत फ्िटाठ्य प्रशवेटल फरांड दक्घाग80007.. 4 45 €596८८6ते [7580 ६76 छ7९इटशा इापतए गा 


€डराव्णते गाते प्रशां।ि 8 7077067 067८८९आशा #८5पॉँ(5 00(दाश८टत 99 एद्घा॥008 ब्या075 60 ग्ात्ट्राओ।ं 
(78725 [077775, । 


]. परिचय : 


हाल ही में हमने? एक समाकल परिवर्त का अध्ययन किया है जिसे निम्न प्रकार से परि- 
भाषित एवं प्रदर्शित किया जाता है : 


कक 
69, ) 57 [/७2:%7 7: ५४] 


206 0005 "6//7: 
प्रा 00 7773 72: 
लव | | हे | थ 


0५,0 


(५,) 


| ०5 ॥) | 


(8५) |. +7४ 








(0५०) दर धं) ४ | पर स 50) 
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([-]) द्वारा परिभाषित परिवर्त अत्यन्त सामान्य प्रकृति का है क्‍योंकि परिव्त की श्रष्टि 
दो ०-फलनों [0, 9. !43, (7)] का गृणनफल है। हम < तथा » के लघु तथा वहद मानों के 
लिये क्रमश: 


४ (४७ 2)50(»४ 9") 
न्‍+ 0 (४४ 96 ८7०४-८०) , 


प्रयुक्त करेंगे। इसके अतिरिक्त यह भी मान लिया गया है कि निम्नांकित प्रतिबन्धों में से एक प्रतिबन्ध 
की तुष्टि होती है: () 2४(६)>0, 2४(9):0; #, #, #, 4,5,/) ” तथा ४ ऐसे पर्णाक हैं कि 
[€आूइ व, 05826, <€#ऋ€ू€], 0 /इफ. 2(#&-%):>( #-+4),. 2#+/)>(/-); 


[कह 5|<€: | हन४ सा म्त् ब्रा, वि8 /| €_ (नपी- न ग३.. 20०(] --४-+-९४) >0( -!, ..., ») 
2०वें /८(।--०--८)) >>0( /--, .... #) 





हि. 


(0) 70४०) > 7४(७) ०0; #55/>50; १५ 8, 6, £, # तथा ४ पूर्णांक् हैं जिनसे &#<€ 49, <# 
€(॥, ४20, 8:20, /€ 4-2, ”€-2 की तुष्टि होती है ; 285--/४--4, 2#--7--, ४ तथा ४ सत्य हैं : 
2004 --४+ ०) >20( /557, ..., ४), 02(--०+८/):>20( 7--, ..., £), 


8 | & (6)- 2 (0) | +३(9-#+)> (-#) #/(४+7) तथा 


१८ | पक 2 (०) | 4 की ओके 0077: 


(77) 20०(०) 5 7४(०) < 0; %, /2, 4, &, ? तथा / पूर्णाक हैं जिनसे ]<€#%< 09, ]<#<[/, #>>0, 


/सटे0: ॥न्चा0 207 (४-4), 26०(7+), [8 ४|<< (७४-37) ग्र+ [478 /[<< की नह - 


हश[]--४--४।) >0( 45०], ..., #) तथा 2४(]--०--०)) >0(7-], ..., £) की तुष्टि होती है। 





यद्यपि (:]) द्वारा परिभाषित समाकल परिवर्तें जायसवाल/थ के परिवर्त की एक. विशिष्ट दशा 
: है किन्तु जायसवाल ने केवल एक प्रकार के प्रतिबन्धों (वैघता) का अध्ययन किया । 


प्रयुक्त संकेत 

प्रस्तुत शोधपन्न में निम्नांकित सकेतों का प्रयोग किया है : 
(7) (०-०), --७ (4३०) के लिये (७, ०),, » 

पी) (द&+9 ०), *७ (० ०) के लिये (4६, ०)४+१,४ 


(7) (7756॥75%#;, ०) *०*) (-74५-/; ०) के लिये (-“ ८य-/४) ०), 2 


एक सार्वक्ृत समाकल परिवतें-ाता 275 
(0 800 6४% ८५ के लिये (८५) 
(५) [--2- ५;, -... ! शक अ ( के लिये ([--० -4%) 


2777 बी । “50555 के लिये (! # कल थ आल) 


५ & लठढ्न-ईओं &--77-+ ._ हू 
आर ५४ कक क ५४5७ म सनक 77 है] 
(एप) 7० फ्रि ० फ्ल के लिये (४(% ०) 


उपयु क्त समस्त संकेतों में ०0 तथा # घन पूर्णाक है। 


£ इस अनुभाग में हम अद्वितीयता प्रमेय (ऐज्रांधुपट7८७४ ॥४८०८०७४) को (]-]) द्वारा 
परिभाषित प्रमेय के लिये प्िद्ध करेंगे। इसे सिद्ध करने के पूर्व निम्नांकित प्रमेयिका सिद्ध कौ 
जावेगी, 


प्रमेथिका : यदि 


(6+ ) | 


ला] ०.५ 9 (८) ७०) ककुत+0...... . . (&]) 


 ह ४ ((80)4 . #?] 


तो (७ 3)50 ६. # &- 29) 





बशतें () /(४, 9) »>0, »>>0 के लिये संतत फलन है (8) (-]) द्वारा परिभाषित |», 9)! का 
समाकल परिवते विद्यमान है तथा (9) “8४07-20 + )20(75, ..., #;६ /--#-+-!, ..., 4), 
६४(6/--८४-+-)->20 (7-॥१, ..., &; 7/+-४+], ..., ), “८४(८६- ८; --) <0(४७], ..., ॥; /55४--], 
4०870) 47८(८६- ६; +- 0 6 2 है / चाय, .... 7) “४(4--80/):>20 (7--!, ...., ४४) तथा 
/०(]--०;) >0(0--], .. , &). 





उपपत्ति : 
(2-]) को 
(्‌-92+4, नकद (५४४७१ (“7 ५७) | आह 0020 6 (--८;) (--० ) 
53 हा 2//+3 79 हर | 
44308 | 0, (-- ५) #+५45 (--0,४) हक | £ 0, (-74;) ६+,85 “-6॥:) 


से गुणा करने पर, जहाँ 


(28 228+ 84 ए+/+)>2(/+#); [छह बंद (हुं “#-ह )ण भट्ट ॥|< 


(- कम ४ “+--/ पर 





तथा इसे 0 से ० के मध्य 5 तथा ४ के प्रत्ने समाकलित करने पर 
| रा हक ि ( बा ८7 )४+,/ (--4%) | है आकार प 
0-0. ९ 3 |0, (2502) 75 66 (--०:) कं पे | 


८ (० _ 77.77 
+< । | | ( | ४४ 
0.0 234 








जद 6)/५१,+9 (: ८/) | 
0, ( --८)/+3,/, (-- 4;) 


| दा | १9 ] । (४, ३) ४४% ८) | ६४ 6#-- 0 


(०८) रा 
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अब (2-3) में समाकलन के क्रम को उलटने से जो निर्दिष्ट प्रतिबन्धों के अन्तगंत बेघ है 








[दि ट की मम |. (-- 47 )४+4, 87 (-०%) | के | 

| | लि हे ) | | 0 22 र्ड (83/ ( - 04) ॥+942 (7 0,४) 22 (0५ ) 
रत ! ०.४ | ] ४४ ८४ | ०४ ८/-0 2.4 
5 जाता | 0, (- 4/)+फ (7 ५4%) हर ० न पक 











ग्रब ज्ञात फल [0, 9. 59 ()] की सहायता से ४ तथा / समाकलों (ये एक दूमरे से स्वतस्त्र हैं) 
का मान निकालने पर तथा इस प्रकार से प्राप्त व्यंजक को एक अन्य विख्यात सूत्र [0, 9. 50 (2)] 
की सहायता से सरल करने पर हमें निम्नांकित प्राप्त होगा 


ही गे | ] कि | ५ ०७) ४४ (90... . . (2-5) 


0 
पुन: (2:5) में निम्तांकित फलन का प्रयोग करने पर 


2 प ५ हि बज कि में 
०7२ 0 | 5८४7» तथा इस प्रकार से प्र।प्त चरों को बदलने पर ह 


। | ५0 ब्रा हक ॥। 4४-०० (४-77, ऑल) धर ८) --5 (0 है ५ हि (2 -6) 
0 


» 0 


प्राप्त होगा । समीकरण (2-6) में 

| हाय शक कह २, 37) ४८०४(_) . «» « (2-7) 
रखने पर 

| 7 ४-५ (3) &--0 , . . (2-8) 


प्राप्त होगा । 


अब चूंकि (2.7) में सन्निहित समाकल 9>0 में शतत अभिमारी है गब्रत: (9) »>0, में 
एक शतत फलन है । इस प्रकार (28) में लच के प्रमेय [9, 9. 339] का प्रयोग करने पर हमें (2 9) 
प्र/प्त होता है 


0] | 7 6८4४ / (७77, )०7) «४5-50 ह ४२ न 2) 
पुनश्च, चूंकि /(«&7, 977) ४0, 9>0, में शतत फलन है अत: (2-9) में फिर से लचं प्रमेय 
व्यवह्ृत करने पर 
(४7), 97१) 550. 
अंत: ० (४, 9)55:0. 
इस प्रकार प्रमेयिका स्थापित हो जाती है । 
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अद्वितीयता प्रभेय 


यदि /(«, 9) तथा &(५, 9) संतत फलन हों >0, »>0 तथा 


[7 दा नह] बज 4७-०० 


(2५) 
हर 77, ६ (८/) (८/) श5, 3) बंड 20 . - - (£'70) 
4) (०) 


तो (० 2) 59७, 3) . . »« (2-7) 
बशरततें (-) में पररभाषित |/,(७, »))| तथा (५७, 29)| के परिवते विद्यमान हों । 








अंद्वतीयता प्रमेय की उपपत्ति उपयुक्त प्रमेश्रिका का प्रत्यक्ष प्रतिफल हैं । 


४- इस अनुमाग में (]-) द्वारा परिभाषित समाकल परिवतं के लिये तीन प्रमेयों का उल्लेख 
किया जावेगा । इत प्रमेयों की उपपत्तियाँ परिवतं की परिभाषा से सीधे प्राप्त हो जाती हैं। 











प्रमेय ॥ 
न तर 729 2 | /,. | (०५) , (6%)/7. 
बदिः कं कील्क जल, 0 है 87 738 | 
ना ४7, 2 | &, | (०७)  (०,) 
तो ४ (2) [७०७ 2 : हई : 55 2. & 4) 
प्रमेय 2 
यदि ९ (४, ४) तन (७, 9); , ?  ; हि हे ४ हा हा 3 5, | 
तथा 3 (603)925%7./४)7, 5) 
तो 9 (५ ) 5९30)9, 6) हो. % आओ) 
जहाँ 807 703५4 5 ४१3० ६]० है [२ 680 | 0०) ८ 
80) +7 [#>: 27 ७ ०४७ हि] ६) ७ 
प्रमेय 3 
यदि 0 जज 
तो | |, ## गे॥० ० है 45 [4७ ० ७ ०) “८ 


2? 6 
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बशर्ते (3-3) में सन्निहित समाकल पूर्णरूपेण अभिप्तारी हों । 


4. अब हम एक प्रमेय स्थापित करेंगे जिसमें (-) द्वारा परिभाषित समाकल परिवतें के 
अन्तगत प्रतिबिम्बों और मूलों के मध्य के अन्त:सम्बन्ध दर्शाया गया है । 


प्रमेधथ : यदि 


>> --4/2(20+६-0) ५-7 -धें 5 77, 7 | 9927. ४ (८/) * (८५) , । 
बा 0 अब 70 6 


8 
74, ४ &, #' (७). (४०) | 
थ्‌ 3 रँ प56 45 १९0 ड्रॉ 5? _-(प ह 2 ि जै ३ 27/ * रि थे कक | हु हा ५ 4-2) 
तथा & (5, 7) | 2 हद 80 >?, 0 * #, 7. पा] (28) ( 
० "०० (--2/--70५ 2-४--४ <( 
तो ९ (३, /) 5२४४ 9० | | 22720 000) कक | क 





7-४ +॥. २-7 +/ है औ 
चर कक | (2 । ८ 2 ५9 बे 5४ + (£*3) 


जहाँ 0) 4 (०५ )(क (-- श-०, 20)087 (4७ )8+%# हे लिये 
(7) 8 (8, ),09 (7-70 2)89 (03 न के लिये 
(दा) ७४ (०, )],9 (2३०0: 0 ) 08% 5 ) /+9+# के लिये 
(779) 2 (4; ),9 (--/४--4, ०),,», (४;, !)/,.,,, के लिये आये हैं । 


यदि निम्नांकित प्रतिबन्धों की तुष्टि हो तो प्रमेय वैध है: 


0) (-4) द्वारा परिभाषित | &० )०/(४-९, 9-०) | का समाकल परिवर्त विद्यमान है 


(क्‍) (400--20॥-/?2--4:>०/(2/४ -- 42 ली 5 0) |0 (2// 3-2 /5-$] ) >>2०(2/--०४--/२ -- 2) 
ह +4' |] 
60, शाह 8 चर । 7 --7॥ -- +्ठ) 29 ॥ दाह! हर ॥ (- 7 -- न्ठ्र ) का; 

(77) 220; ०7>0, “(४(6 +20 //३77):-0(7- ], ..., ७; /--!, ..., 2४), 6 //-//+-2) 0 
(४०, »* 3 24; ४ २४4४ --, +००३) (2), 40 (0--/( ६६ -- + 72), << 0 (हे 4५ »००० 25 /क्‍्ती, 
कक ४१) /(८(८४--८४ -) <0 (४-], ..., ४; / 55 /+-३, <«, ४), “06(८--०८;--// -- ) 
बिल 20587 00 न की. ८(/४-/)-+- 7) >0 (४5--], ..., #; /5 5 -- , .... 


2) ०(४+०(०--) +&/+) <0 (४-।, ..., [;/-, ..., /); तथा /४(6-४/-7) 
8 ता 


उपपत्ति : ह समीकरण (-) तथा ज्ञात फलों से हमें 
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77, 


570 (-८ ०५ 





| का 





( ८५ ) | 8: द्ज्यि | (० 


(८, ) | 
0220 आह (4/) 


ढ /2-०+गतउम - ४4 -आ+/.2-77+ 
का धाउ ही --४+४ [2४ <+ 2 कमी की 
278५ 2+% ६ [. 8|_ मैकाउयनव 
ही 


5 








७] व, ४ 2, | (४ ५ १७) 
200 आप जी ट . 280 पर की न 44 
८ ही लि, 
प्राप्त है बशतें [ का8 ८ [<< |! पऔ४-- ब्ल्ा “2 (24 + “-- -97) ० 
न] का फ् 4 रि का है 3 ि 
| धाए३ ४ [<< |& 2 बुर का अब | थी --२ी-- लक | ग तथा प्रतिबन्ध (7) तथा (४) की तुष्टि 


होती हो । 
(42) तथा (4-4) युग्मों में प्रमेय 3 को व्यवहृत करने पर : 
00 (५४ का के हे (2--32-++2, [2 - /+2 | 2- #+ ॥ (- #+ है 
| | दर 4 ठप है र्् (*४५ 9) ० 2 +/09 2+ 6 | ट्श् 2] ० ! | 22200 | ८५ 4), 


पा 0 जज 0 


८० ०2 १7१५ 7: 8. प्र | (८ . 35 
की धान 9-7 €-धं-7 //..-.0 ,-०0 (2 ख्ल्ारि ( 8५ | ४१9०० | ५? | दं: ०0 4-5 
् | _) हक 39. है 34 ॥ (6५) 5 ५9 । (८) (9) ( / 


(43) में ८ को 5 द्वारा और & को 8 द्वारा स्थानान्तरित करने पर थोडे से सरलीकरण के 
पश्चात्‌ प्रमेय प्राप्त होती है । 

अब (|-) द्वारा परिभाषित परिवतं के लिये प्रमेय 3 के सम्प्रयोग की वैधता सिद्ध करना शेष 
रह जाता है। यह सम्प्रयोग बैब है यदि [४5 9९ /(&7?, 97०)| का परिवतें जो (!-]) द्वारा परिभाषित 
है, अवस्थित हो, (4-4) में दिये हुये प्रतिबन्ध तुष्ट होते हों और (4-5) में दिये हुये द्विगुण समाकलों 
में से एक पूर्णतया अ,भसारी हो । चूकि ये समस्त प्रतिबन्ध प्रमेय. के साथ सम्मिलित हैं अत: इसकी 
उपपत्ति पूर्ण हुई । 


है 


श्र 


(4-3) द्वारा दिये गये प्रमेय॒ की विशिष्ट दशाययें 


() उपयुक्त प्रमेय में # न स्तन + 0, 8-57, 755४, 2-5 /4, 7-४, रख कर, 04 तथा ८८ 
को %४-+-, / तया & को £#+, 0 तथा /४ को ॥४--, 2, तथा # को #&-+-! से प्रतिस्थापित करते 
हैं श्रौर प्राचलों में उपयुक्त परिवतन करके प्रमेय में से प्राप्य प्रतिबन्धों के अन्तर्गत निम्नांकित प्रमेय 
प्राप्त करते हैं । 


उपप्रमेय ॥ : 
यदि ्क(5, £) न (> | ए2//(0+670) ),-7/००+४-४) /(», 9); 


22 + 4, 0 #-+-7, 0 | (०७ 9») , (धन 4ं;) , रा | 
४, 2] व 6, &-+व | (60), (4५), 9 


278 एस० पी० गोयल 


किम -0'१ « 44 न 8 0 है ४ -+- [ $ 0 हे (6॥4 +/2४) ४ (8८ --/%८) हे 
तथा. ४0५ 850 [ बजा जीआम 270) 5 १4 2 


77+4., 2८ 


वी !5 के न | | 00 438 & (५, .)) 47 00:07 + 
0०0 


[४४ 


जहाँ. () 4/(-०-३-४, /)3,3७/ (४-४; !),,, के लिये 
(8) 8/(8;, ),00 (४७ स्‍), (--/-०४, /),,,» (--2- 8, ») के लिये 
(पद) (४ (-०€४-/4--४; ०)3,85 (०र्नादं;, । )3: के लिये 


ह्। न्‍ँ 
/उ ५। 


(+703 मे: (६ 
। 7 क (,8+ 4 2 [9१४ | //£4 24) ८: (4.6) 





(7०) 42 (५, )3,85 (25 8 ( -/४--६, ०0) हक (-+०0 --४॑, ०) के लिये 


. [77 न ॥ 9 0 के ॥ था! है है| 0 े (4, न ०, ) ल्‍ (१ न 4,,) ५ | 
५9० है बे ७(/७: ८ 77, पा ् [ ६ 72, ॥ ड्जु ! | (0,,.) 9 (४ (८, ), 7 2 ः 


कि हक (0० [4 | पा 60० [ (9 


703 ॥7+] 
0.0 ५३० (8, ) 2 03007 


(2 2०] (७०) % % 


दो चरों वालां माइजर-लेपलास परिवत है जिसका अध्ययन जैन [5, 7. 3606] ने किया है । 





(7) पुनः यदि उपप्रमेय | में हम ॥४०-#--॥/-०/--, 6 ----] --+, 6,--१/--४, (४० --/--४ 
6] 5०८०-१३, ८ 5८० --४।, ४++ गरय खा थाई श॒ुतूत-4-२ी, (चचर--०, ओज्न---- ०; 875-- --<प,, 
धिच्लध-थ०) 5-४ --० रखें तथा इसमें ज्ञात फल [, 9. 22, (68)] का उपयोग करें तो मुख्य 
प्रमेय में प्राप्य प्रतिबन्धों के अन्तर्गत निम्नांकित प्रमेय प्राप्त होगा । 


उपप्रमेय 2 : 
प्र + 33 ८ -+- 37 
+ 7) --5 १ | -7/0(04-6-०) 4--॥/०(०--८--८) ६ ये 25 १ 5) | 
यदि (5, 5) ५ > 3 2 आओ का रे 


०--+ै5 “नह, /रि ५ ६ | 
णर्नडः <य + डे) पर 


(4. +- ४ -- 6, 2), ( 7 7-४, 7) 
( --# --४, ), (०-० ४९ -- 8 , 2) | 


(2 -+-००-४, ०), (-४,-४,, ) हम 
200" 3. ५५० जंग 
(77% ), (2: -4, ०) | ** ४ (4-7) 


जहाँ (0) (४-४, ०) का प्रयोग (८-78, ०), (4-0, ०) प्राचलों को बताने के लिये हुआ है तथा 


तथा 2, 7) 0 | #०9०/(-१, ०) : 


तो (४, ह) 5२४४ /० | # अब 2(५, 3) म#,, [कक 
0५0 ? 





42, 
%&,,, | ७० 





पे | 5 न 5५ के 5 ; | 
5 जी 2) थाने 3 8+हई?] हे 
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5 ४ ॥ | (2) 877४ (9) 7 ध्वा/ २/४ क्षय /2(8/04 [)) 947, ५, (5०) 4 +/४(2) 26:22 9) पद ८) 
0 «0 
दो चरों वाला सार्वक्षित लैप्लास परिवर्त है जिसका अध्ययन निगम [!2, 9. 33]] ने किया है। 


(#9) पुनश्च यदि हम उपप्रमेय 2 में &--ई-०-?, [८२ ८०-१३४ ०८उनर/चन दि एणाच्तर्रव चर 
--“ए रखें तो हमें [4, 9. 60] के वलपर निम्नांकित रोचक फल प्राप्त होता है । 


उपप्रमेय 3 : 
यदि $ (5, #) ज-. | 477/2(0+८-०) 977/7(0+6-४) 0 50 5 | 
तथा ४(5, 7) 5-:[»० 9० /(४7?, 977); <, /] 
तो $ (5, 7) 575//० डे [ &0- अब 92; (४0 77 (97) ४५, )) ८४४ ०) (4-8) 
जहाँ (४) 7“, (<) मेटीलेंड का सार्वीकृत बेसिल फलन [3, 9. 257] है । 
तथा (0) [७ 3) 5 गुच्क [| शक्तिएा (६3) * ० 
दो चरों का विख्यात लेपलास परिवतं है । 


(4०) /<», 9) को » से स्वतन्त्र फनन के रूप में मानने पर, माना कि /(४), [८/# 5-४८ ४२७0०, 
सन न + ४, 4, 55४50, ८-०0, ८-०८-!, हमें थोड़े से सरलीकरण के बाद निम्नांकित प्रमेय 
प्राप्त होगी । 


उपप्रमेय 4 : 
यदि ४0)5४| -746+ब-४ ((») ; / * । ह . ५ | 
तथा 806४ | शत 9 2 5 2 5० | 
दो न निज माटी... ७५०) 
बा... एक हित हि | दाल ८ 





कपूर [8,9. 399] द्वारा अध्ययन किया गया सार्वीक्षत /-ऊफा परिवर्त है तथा और 2 मुख्य प्रमेय के 
साथ परिभाषित प्राचलों के लिये आये हैं । 


0 


जिन प्रतिबन्धों के अन्तगंत यह उपप्रमेय सही उतरती हैं वे म्‌ से सरलता प्राप्य हैं। 
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एस० पी० गोयल 


यदि हम उपप्रमेय 4 में ॥ +०४ ८८0, |? + १7, वर //, रखों, 4 वैथा 9४ को #% +- !, (2 द्वारा और 


0 को ॥४--] द्वारा, 4; को 6/--0 (5 ।, --3 ४०३) हरा, 80॥+7 के / द्वारा, ८ को ०/-/॥(४८-7, 
/4), /,..) को »द्वारा प्रतिस्थापित करें तो उपश्रमेथ & एक ज्ञात फल में समानीत हो जाती है जिसे मित्तल 
[]], 9. 55] ने किया है और जो जैत [6, 9. 36] तथा गुप्ता [3, 9. 40] द्वारा दिये गये फल का 


सावीकरणा है 


| 
क् 


6 9 जा 9 ए शी ७० ७ 


9निन्न्ब 
की 


[], 
[2, 
43. 
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म॒दा में मेंगनीज, तामस्र तथा निकेल की उपलब्धि पर लोह का प्रभाव 


शिवगोपाल मिश्र तथा पद्माकर पाण्डे 
कृषि रसायन अनुभाग, रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाधाबाद 


| प्राप्त--जुलाई, 5, 97% | 
सारांश 


प्रस्तुत श्रष्ययन में मेंगनीज, ताम्र तथा निवेल की उपलब्धि पर लोह के प्रभाव को इनवक्यूवेशन 
अध्ययन द्वारा स्पष्ट करने का प्रयास किया गया है | जब मृदा में मेंगनीज, ताख् तथा निकेल की 
विभिन्न मात्राएँ डाली गई तो इनका लगभग 80-90% [5 दिनों में अभिग्रहीत हो गया जो 
लोह के डालने से और भी बढ़ गया। जब इनक्यूबेशन का समय 60 _लच्नों तक बढ़ाया गया तो 
विनिमेय मैंगनीज तथा ताम्र की मात्रा में थोड़ी सी वद्धि देखी गई परन्तु विनिमेय निकेल की मात्रा 


लगभग अपरिवर्तित रही । 
:95६72 ८६ 


कैएनवगॉजफएएछ 504 डा ७5, एच ग्णवे ऐत 35 2र्वि९ट६<५ें 97 #€ बचेंदेएशंजा, 2) 8. (७« 
578 गाते रिब्देजबॉप्बण रिब0व९, 3छ7८परापडी (7९फरांजएच्र 55ट00, ॥5947070670 06 (ीहा- 
750779, (>पफ्राएट/आए 0 20809020, :५]2%7 0 ं. 


[9 6 97256 इॉंपतेए 70 2(९ए7ए०६ ग485 66०७ ए्रयबवेंद [0 8909 6 ढॉींटिटा 66 ३708 07 
76 एव बोजए ठी ०७, एप 87१ ऐस एज खिल्पदा00 हफप्दाठ8इ, फिएला ६, (पप बाते ऐश एटा6 
बठठ6त ६० पम्र 50, 80900: 80-90% एछ३8 [0ए0ण7व (0 75 49 3 त4ए58 एटा) पिन पाटएटक़लते 
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प्रट-ट85४८ 4 पार व्ूलीब्ाशुटबएं6 १ बछते एप तब5 ए€2ट07वैंटव छा <ऋटीबा82206 ऐस 


727779772९6 8[7708 $६६(70797 9 . 


फसलोत्पादन में सूक्ष्ममात्रिक तत्वों के महत्व को भली प्रकार से आऑँक लिया गया है कि ये 
किसी भी प्रकार मुख्य तत्वों से कम नहीं हैं। ऐसा पाया गया है कि जब मिट्टी में सूक्ष्ममात्रिक तत्व 


डाले जाते हैं तो मिट॒टी के रुम्पक में आकर न्यूताधिक मात्रा में परिवर्तित होने की प्रवृत्ति दिखाते हैं । 
इसके कई कारक बताए गए हैं जिन पर काफी कार्य भी हो चुका है। परन्तु तत्वों के मध्य होने 
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वाली पारस्परिक या अन्योन्य क्रियाओं पर बिल्कुल ध्यान नहीं दिया गया है । ये क्रियायें न केवल 
सृक्ष्ममात्रिक तत्व एवं स्थूल तत्वों के बीच वरन्‌ सूक्ष्‌ममात्रिक तत्वों के भी मध्य होती हैं। मृदा में 
अधिक लोह उपलब्ध होने के कारण क्रूक इत्यादि, 7! हैंगर/! और स्पेन्सर/ ने क्रमशः मृदा में निकेल, 
मेंगनीज और ताम्र की उपलब्धि में कमी पाई । चूंकि ये क्रियायें अधिक मात्रा में किसी तत्व के डालने 
से उत्पन्न होती हैं फलस्वरूप अन्य तत्वों की उपलब्धि प्रमावित होती है। अतः इस बात को देखते हुए 
अन्योन्य क्रियाओं का अध्ययन आवश्यक है । प्रस्तुत अध्ययन में लोह का प्रभाव मैंगनीज, ताम्र तथा 
निकेल (भारी धातुओं) की उपलब्धि पर देखा गया है । 


प्रयोगात्मक 


प्रस्तुत अव्ययत के लिए मनौरी (इलाहाबाद) से जलोढ़ मृदा का सतही नमूना (0-5 सेमी० ) 
एकत्र किया गया । मिट्टी को प्रयोगशाला में सुखाने के पश्चात्‌ उसे पीसा गया और फिर 00 छिद्र वाली 
चलनी से चाल कर संग्रह कर लिया गया। कुछ भौतिक तथा रासायनिक गुणों का निश्चयन मानक 
विधियों से किया गया जिसका विवरण सारणी : में दिया गया है । 


सारणी +7 


मिट्टी के कुछ भौतिक तथा रासायनिक गुण 


गुण मान 
]. पी-एच हित ३ म 75 
<.. कल्तियम कॉंबनिट (%) -... *** 0.50 
3. कार्बनिक काबंतन (%) - *+- 0.835 
4. उपलब्ध लोह (श्रृंश प्रति दश लक्षांश).. ... 4-80 
3. विनिभेय १७ [( मा । 3.50 
6. विनिमेय 09० (५ जन 0.55 
7... विनिमेय “थे ( का ) «« 0.40 
8. बालू (%) हक श हिला 65.52 
9. सिल्ट (%) कु ५३७ ]2.65 
80. मृत्तिका (%) .: बल! सन 2.83 


00 ग्राम मिट्टी को पाइरेक्स बीकरों में लेकर विभिन्न तत्वों से उपचारित किया गया। लोह 
की (फेरस सल्फेट के रूप में) तीन माज्रायें 7. 35, 5.0 तथा 30.0, मेंगनीज की (मेंगनीज सल्फेट के रूप में) 
दो मात्रायें 25 तथा 50, ताम्र की (कापर सल्फेट के रूप में। दो मात्रार्ये [5 तथा 90 और निकेल की 
(निकेल सल्फेट के रूप में) दो मात्रयें 20 तथा 50 अंश प्रतिदशलक्षांश डाली गयीं। सभी तत्व एनालार, 
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बी० डी० एच० कोटि के प्रयोग में लाए गए तथा विलयन के रूप में डाले गये । उपचारों का विस्तृत 
विवरण सारणी-2 में दिया हुआ है । उपचारित बीकरों को घूप में रखा गया तथा पुनः आसवित जल 
डाला गया जिससे कि वे नम हो जायें । यह क्रिया नित्यप्रति 60 दिनों तक (इनक्यूबेशन की पूर्ण अवधि 
तक) चाल्‌ रखी गयी । पी-एच तथा तत्वों का निश्चयन तीन अवधियों पर 5, 30 और 00 दिनों पर 
किया गया। प्रत्येक निश्वचयन की अवधि पर मिट्टी को सुखाया गया तथा पीस कर नमूने ले लिये गये और 
बची हुईं मिट्टी को पुनः इनक्यूबेंट कर दिया गया । 


मिट्टियों का पी-एच' लीड्स-नाथ्र प पी-एच मापी द्वारा :2-5 (मृदा: पानी) के अनुपात में किया 
गया । विनिमेय मैंगनीज, ताम्र और निकेल का निश्चयन !//]पप्त ,03० (पी-एच 7-0) के निष्क्षण में 
क्रमश : चेंग और ब्र /), जेक्सन! और सैन्‍्डेल! की विधियों द्वारा किया गया । 


परिणाम ओर विवेचना 


सारणी 2 में विनिमेय मंगनीज, ताम्र तथा निकेल की निष्कर्षित मात्रायें विभिन्न समयों पर दी 
हुई हैं । सारिणी से स्पष्ट है कि जब मृदा में 50 अंश प्रति दश लक्षांश मेंगनीज, 30 अंश प्रति दश लक्षांश 
ताम्र तथा 50 अ्रंश प्रति दशलक्षांश निकेल डाला जाता है तो 5 दिन बाद उनकी क्रमश: 8-75, 3.40 
तथा 7.85 अंश प्रति दश लक्षांश मात्रायें प्राप्त हो पाती हैं। स्पष्ट है कि इन डाले हुए तत्वों का लगभग 
80-90% भाग केवल 3 दिन में ही अभिग्नहीत हो जाता है। जब इन तत्वों के साथ-साथ ४० अंश 
प्रति दश लक्षांश लोह को डाला गया तो ये ही मात्रार्यं घट कर क्रमश: 6-25, 2.90 तथा 7.20 अंश 
प्रति दश लक्षांश हो गयीं जो कि पहले को प्राप्त मात्राओं से अपेक्षाकृत कम हैं । प्रकट है कि १४७, (एप 
तथा ७३ की उपलब्धि में 7८ का प्रमाव पड़ता है । इसे ही अव्योन्य क्रिया कहेंगे । इन क्यूवेशन के फल- 
स्वरूप सबसे अधिक मैंगनीज ही प्रभावित होता है जबकि ताम्र और निकेल में बहुत ही साधारण 
अन्तर प्राप्त होता है। ग्रास्मनिस और लीपरा” ने मेंगनीज के विषले प्रभाव को लोह-सिट्रेठ तथा 
लोह-2707'५ डालकर कम किया। वालीहान और मिलर/१ को भी लोह-2079& के डालने से 
इसी प्रकार के परिणाम श्राप्त हुआ । मूरे इत्यादि? ने बताया कि ताम्र का विषेला प्रभाव लोह के 
डालने से कम किया जा सकता है । चेशायर इत्यादि/” ने ऐसा प्रभाव केवल कार्बनिक मिटिटयों में 
प्राप्त किया और बताया कि इन भिटिटयों में लोह डालनें से जई में भी ताम्र का शोषण अपेक्षाकृत 
कम हुआ। इसी प्रकार क्रूक इत्यादि” ने भ्रधिक लोह के कारण मृदा में निकेल की भी न्यूनता 


बताई है। 


प्रस्तुत अध्ययन में जैसे ही इनक्यूबेशन का समय बढ़ाया जाता है, मेंगनीज झ्ौर ताम्र की 
मात्राओं में साधारण सी वृद्धि होती है जबकि निकेल की मात्रा उतनी ही बनी रहती है। ऐसा 
अनुमान किया जा सकता है कि समय के साथ लोह का आक्सीकरण होता है जिसके फलस्वरूप अन्य 
तत्वों के मानों में थोड़ी सी बढ़ोत्तरी होती है जिसके कारण विनिमेय ,(०, 0७ तथा *४ की मात्राएँ 


उस स्तर पर पहुँच जाती हैं जिस स्तर पर ये लोह की अनुपस्थिति में होती हैं । 
यह 
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कतिपय फलनों के हेंकेल परिवर्ते पर एक टिप्पणी 


डी० सी० गखरू 
गणित विभाग, राजकीय महाविद्यालय, अजमेर 


| प्राप्त--अक्टूबर 25, 972 ] 
सारांश 


इस टिप्पणी का उद्देश्य संक्रियात्मक कलन द्वारा कतिपय फलनों का हैंकेल परिवते प्राप्त 
करना है। 


395४८: 


095 घसम्कार! (न्बमडएततका णी ८९ऋश्िंक. ईफए्टएणाड, 829 0. (0. 00४£7700, 
70८92ए-726॥४ ० (६ 7र्यावा25, (50फ्रट्शाएर८77 (०0]096, 20,767. 


पुप्रठ ब्वाए णी पाठ फाट8९८१६ 2706 45 00 ठ9वांग पा सिब्याप्टा (ब807फ ए 80776 पिपटां[075 
७ पट ॥6ए ० .0फुणबा0ादों (६]८पॉप5. 


. हैंकेल परिवर्त को 
89) |, (४0753, (७0 506) ८ क कक 7 
द्वारा परिभाषित करते हैं। इसे 
6») २5 #() 
के द्वारा प्रदशित किया जावेगा । 
इस टिप्पणी में सर्वेत्र परम्परागत संकेत का प्रयोग लेप्लास ०(#) क्#(४) के समाकल 
$(/)-# || ०४7॥() ८ . . - (2) 


को प्रदर्शित करने के लिये किया जावेगा, बशर्ते 7(#/):>0 तथा समाकल अभिसारी हो । 
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2. प्रसेय 7. यदि ९ (४) 55४ (४) 
तथा (9, 7, ले) उन 77 67०१६ | (ई) 
०0 ्र 2 
तो | 7 कक न 2१० $७+%) #_ का ० 49) - + - 0) 


बशर्ते कि समाकल पूर्णतया अभिसारी हों, 2(/9)>-!, 2(9)->0, [४ ८ [<क तथा (४) 2 पर निर्भर 
न हो । अथवा दूसरे शब्दों में, 


[7+/8 (८-- 8682) -7 (६ _ ॥| ) हि 77 +4 ४ | ५5) 


9 ०(28)2+%7| ? ? 48/' 
उपर्पात्ति 
चैकि $(8४) 5-४ हे ४-2॥ #(7) द। 
0 
इसलिये | हा 9, (00) (४+%१)- $(७४4-8४१) 68 
« 0 


|| मऊ 9५0 |, “है क() को 2 


ज | “थक | *)) | 28) 3उ:(#/) #//7/8 -04% ४7 (( | धे 


लि: ५ -दड १०] -?4|48,९ / १ 
घ्ख्टः छु॥श्फ्त & / «5 ८ हे (४) हल] 


मा ( 2] 
म्ा5 बह, जा 6, 7; 40 


समाकल के क्रम को परिवर्तित करने पर तथा सूत्र [3, 9. 29(0)] की सहायता के आन्तरिक 
समाकल का मान ज्ञात करने पर 


| (#)म5 3, (#) #नाध् #्ी न अप , . . (4) 
(<4) ४77. 26 


जहाँ 2(८)-०0 तथा #(४9) > --. 


सबन्नचिहित समाकलों के पूर्णतया अभिसारी होने पर द ला पूसिन के प्रमेय [], 9. 504] की 
सहायता से समाकलन के क्रम परिवरतंन को मान्य बताया जा सकता है । ४ 
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उदाहरण 4 : सक्सेना [4, 9. 402 (])] के फल का उपयोग करने पर 


/(6) -5४7#, ध 


० गा | 9. 4-9 ४ (८ , !/ 
शकाधधन्‍ | जलेनने कम ! (लि अल नरज«न,... वैपकपकम पक. लश्कर 
” +/४% 7? ०४ ४2 भर | 


+-$(/) 
जहाँ 27(/)>0 तथा 2)50. 








अतः एडेल्यी [2, 9. 202(9)] के फल से 
हएए ८70४४ #(॥) ++४! ४70४ # ( ड 
८ (४) € ४ 
26 &॥ [१//((३--३१)7१-- (१-३) ४/४) ]&,[५/ ४६ (2--१)7/१-- (॥-+)/,] 


++(/- +>, १) 
जहाँ /९(४) ०0 तथा 7१(3--+) > 0, 


(3) में (४७) तथा ४ (७, 0, ») के मानों का प्रयोग करने पर देखा जाता है कि 





ु मा लि 
है /+3/2 (६-- 8६6 | “श-ह &५[। न ठ्र 9 ह, 9 9 9 चला (८-- ०४5) | मा .. ठुड् 7 


हुक) 5 क- 70 कि )7- 6-2] ७ 


. 4०)->-॥१, 2(०)>0, 29)->0 तथा |»8 |<न विशेष रूप से यदि हम /--२2, लें तो हमें ज्ञात 
हैकेल परिवर्त [548,9. 72(35)] प्राप्त होता है । 
उदाहरण 2 : सकसेना [4, 9. 409 (!)] के फल का प्रयोग करने पर 
४4 
मा रं >> 
6) का ७४१4 ॥ 


>> 0 की के! 
न 7हेक्राओ2 न ७ ३ + 9 बैए €: : ४४) 


२-५ (/) 
जहाँ 72(४) ->0, 26७) > -3$, 7) > 0. 


श्रत: एडल्यी [2, 9. 202(9)] के फल से _ 
ह777४ ८7१४ #(ह) ५८८६ €("ै११/ #, (5) 


नोट 6॥[१/#ि7न- (0-27)77)] &॥ [५१//(श - (१--2/)7/)] 
न (१, 0, ०) 
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जहाँ 2(४) >0, 7(५) >7(3-- 2/) > 0. 


(3) में उपयक्त संगतता का प्रयोग करने पर हमें 


४. _४८(२/) #”+7/2 
हल (6--४१)7 7०४५ &(8--» इ+ ७, 3-७ : : 47 (८ + 07) ] मय पाक लिया 07 गए-आाड् 


की कि ६ चर 
/ ४ ह हक (4 की ] || "(१८० (# (५ ६4 | (0) 
प्राप्त होता है जहाँ 70) ->-, 2(9) >0, |॥8 #[<3%/2|॥४ ८| < #. 


उदाहरण 3 : सद्सेता [4, 9. 402(]0)] का फल 


800) < ४” 672 #, (7) 
« १८ एम 
न रा 73, 
+5९१(/, 
लेने पर जहाँ (५४) ->0, तथा 22) >>0. 


] 


। 
थे हि । [ लि 2४, (८, ४7 4. 


अतः एडल्यी [2, 9. 202(9)] से 


7 
“०४-०३ ८०१४ ॥(/) -- (८! ८-(१५+०) ४ ( हा 
| ८ १(४) 8 


न्ड/ 6 [//(जन-क) 77 | 6, [२,७३५ २७) ४७- ४] 
+२४/(/?, 0, /) 
जहाँ #(0) >0, #(2--7) >0 तथा 722(४) >0. 


उपयुक्त संगतताओं में (3) को व्यवहृत करने पर 


ु ५ ् ५ १.7 2200 4/2 
[7+7 [2 (६-26 )-४-7 | 27 (८--2/7) ].5% (ड “5809 १५/थय ४7 87+ के 
रै ट 


/5& [८ | हा --2/ 55)|# [4्ग कक न हा 


प्राप्त होता है जहाँ 2(५) > --, ८76) >0, |28 ०|<>, [४ 7| <-ऋ. 


विशेषतया, यदि हम ,८-- -- 3 लें तो हमें ज्ञात हैँकेल परिवर्त (2, 7. 72(33)] प्राप्त होता है। 
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उदाहरण 4 : सवसेता [4, 9. 402()] का फल 
60) लय बरण 7५ (ह] 


हि [ हा 
सर ्रक् १3 (2.2 | 


+-९१(/?) 
लेने पर जहाँ 2(#)->0 तथा |४8 #| <यन्न 
अतः एडेल्यी [2. 9. 200(4)] से 


वि 2, /४५--/५ ) 


3 कल पल 
हए ४-२ &7 7४ / (() --४' 4 (-(२+१) /४ 7, (9) 


ज्ञड? 6 [4//(निन27)7१--)|/श)] 7, [५/6 (३--2/)7०-..7/9)] 
न२९(/?, 4 १) 
जहाँ 7(७) 0, तथा 729) > 0. 


(3) में ४(/) तथा ४(6, 0, )) के मानों का उपयोग करने पर हमें 


| न्‍ बंप | ण्न-य | 2 
| 8 


७ मीकित० ) +हह +०) ० 
प्राप्त होगा जहाँ 7(७)--, 2(०) ०0 |#छ #[<+ऋ |भ्ाष्ट 6|< क्र 
उदाहरण 5 : एडंल्यी [2, 9. 98 (27)] के फल 
/(४) २४” /£॥ (2४) 


5 6/([--9-- (७)  ..7(7+7/2) 
नह की फेक नाश 2) 


+-९ (2) 
को लेने पर जहाँ 722(]--»--/:) >0 तथा 7(४/--3) >0. 
अतः: एडेल्यी [2, 9. 98(29)] से 


हर! ८70४ # (8) ++४य ४7४ # (3४) 


5७० हक [२ ह- हे 8 खिल /-#) 


 +४(/, 0, न) 
जहाँ 2(/--३):>20 तथा 2(0)>0. 
378 
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ऊपयेक्त संगतताओं में (3) को व्यवह्ृत करने पर हमें 


-(7--व |2) 7200 /42 


ईश+/8 (६-४४) 2-३) //ह7/$ # ७ [2 (८-- 8४) | 5 कात+#+्»&) आर श (8) 77 


ई 4॥2 ; ७५ “/4& 
& | के) [4१7१/००७४-०) ]& २5 )[०+४(०४-»]) | 
« « -« (9) 
प्राप्त होगा जहाँ 7(9)>-!, २(०):>0, 2(/0) >3 तथा |थआक्‍ ८|< #. 
निदंश 
]. ब्रामविच, टी० जे० झआई०, 379 704प८४०४ (० ऐड प्रोट०ए रण खंशीयां[८ 5877८७. लन्दन 
मेकमिलन एण्ड कम्पनी 959. 
2... एडेल्यी, ए०, '3968 ० [7८27 (०४॥$0775, भाग 7) सेकग्राहिल, च्यूयार्क, 954. 
वही, पु'७9]65 ० ॥706278) (72708707775, भाग 7(, सकग्राहिल, न्यूयाक 935%., 
4. सक्सेना आर० के०, प्रोसी० नेश० इंस्टीं० साइंस इंडिया, 960, 263, 400-43- 


५४[|[7373 ?375॥43व /7]७5370673] 73:/9 
४०. |7, 3०. 4, 00८:८096/# 974, 7986६ 293-296 


बेसिल फलनों वाले कतिपय अपरिमित समाकल 


आर० एस० जोहरो 
गणित विभाग, राजकीय महाविद्यालय, कोटा 


[ प्राप्त--जून 29, 973 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोघपत्र का उद्देश्य संक्रियात्मक कलन सम्बन्धी एक प्रमेय की सहायता से बेसिल फलन 
वाले कतिपय अपरिमित समाकलों का मान ज्ञात करना तथा #, (७) के लिये रोचक समाकल निरूपर 
प्राप्त करना है। 


4595(72८टॉ: 


50756 उैघग्मिं(6 सेजार272ॉ5ड उेश्ररॉसांंतड 2९55९ एगटॉऑगट्स्‍ड., 29 7२, 8. इठातं 
426947-77९८ए छा ब्रा 8006, (70एटफआएशट्ा: (7022८, &0(9. हे 


जया 60]6८ ० 6 [#८३8९यां 2390 45 0 €एक्लपद6 50776 797706 ख्रांट879स्‍8 ॥7ए० एप 
6856] परि7ट00785 छा पट ॥९09 छा 8 एं7९0०7टा70 07 079०-ए०गानों टक्वाटप्रौपड ए70फएटवे 498 3 छावें 
(0 ०79ांप्र 67 खराडए6डत 8 ८३०७ 7#९०725ट7780070 04 £&9(७) 


]. फलन /(») का लेप्लास परिवर्त समीकरण 
४४) 5 || ४४” (०) 4५ 
द्वारा दिया जाता है जिसे हम सांकेतिक रूप से द 


$(/) जा (४) 
द्वारा अंकित करगे । 


फलन /(») का हैंकेल परिवते 


89) [.. #0११ कं # / ७0 % #>0) 
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के द्वारा दिया जाता है जिसे हम सांकेतिक रूप से 
रे 


030 (४) 
द्वारा लिखेंगे । 
हैंकेल परिवतं के लिये पार्सेवाल प्रमेथ. का कथन है 


यदि... $0) 2 ॥७) तथा $४७) है40) 


तो | 200 9) #र- | 80) 9५९) % 
बशरतें कि सन्निहित समाकल पूर्णतया अ्भिसारी हों । 

2. प्रमेय : यदि $१(/) जन 38 ८0/४ (४) 5 हो, हू 200) 
तथा ४७) १६४ ह % # 2) 


तो ९(/) न्त्श 8 7,[2० (/7+77)7-..2०]7/ &, [2०(७१--४१)7/१-- 2०6] 7 (४४) ८/ 
0 
& (0०) 
बशततें कि सन्चिहित समाकल पूर्णतया अभिसारी हो तथा 22(०)>>0, ४70 


उपपत्ति : एडल्यी [2, 9. 30(6)|] को लेंगे 
287 %,[2०(#१-+#१४-2०४॥7# &[२०(७+४१) +2०की7 कह. #7५४ «००-७४ 8>0, #(०)>० 
पुनः (2-2) से 
४७) >/(0) 
हैंकेल परिवते के लिये पार्सवाल प्रमेय का उपयोग करने पर 
॥ हर शव्ह बरि(0 52 | ## क]2०(#१-४)४३१--२०३]१६ #॥[१०(३१--४)-+-2०३]7५ 
(४) ०/ 


2 | 88 %,[2०(##--४) /४--२०४] &,[2०(४१-+॥))7१-+2०/]7५ 


५/(6) ८ 
5 को £ द्वारा प्रतिस्थापित करने तथा (2:) का प्रयोग करने पर हमें 
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कै (/) --: 2 | 74 3/[2०(४१--7)7/ 2०/][/# हट [2०(/४४ [दै कक न 2०/] 3 [2 (६) र्धां 
प्राप्त होगा बशत सन्चहित समाकल पूर्णतया प्रभिसारी हो तथा 8(०) >9, /- 0. 
सम्प्रयोग / : एडल्यी [2, 9. 30(5)] को लेंगे 


# 52 08 &7१/< हि 9/7/2 9,[29#]7# ६, [29]7? 


 -५(४), जहाँ 0(6) > 0. 
(2-]) में /(४) का मान रखने पर 
$(/) स्लटा 67५०+१2) 
/ ८. -].. नल 
प्रथवा 800)5१ (“न ) #-श2७//०+०//), 
(०-७) ००0, #>0 [एडल्यी (!, 9. 746(29)) | 
(2-3) में ४(४) तथा $(#) का मान रखने पर 
बी 8 2 3 अं 8 0 7 ० मे 70 कि कक ४४ 
3 (2) &/2#7%(०१४)१//] 
जो 7((०--७):>0, 7(8)>0 7(०)>०, (७) ०-, #>0. के लिये मान्य है । इससे #,(४) का 
समाकल निरूपण प्राप्त होता है । 


सम्प्रयोग 2 : एडल्यी [2, 9. 30(6)] को लेंगे 
(चर! &7%&-०%४ 


5 2/07/2 35:29) "शू (20)? /शू (०२-- #7)7/4 --०]१/५)४,६ (26) ॥/श (०३-- #2)7/2 -- ०]7/५४ 
(9) जहाँ 2(9):>0, 20०) >> 0. 


(2-]) में /(४) का मान रखने पर 


$(/) +“ 3 67(०+0॥४)-००७ 


भ्रथवा 80) 52 (78) #-अश(ब्न)7०४+ ०१४], 


7(८--७9) 0, (#+०)7>0 [एडल्यी , 9. 46(29)| 
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(2-3) में ४(४) तथा &(#8) का मान रखने पर तथा प्रमेय का उपयोग करने पर 


| 52०7 कष्न-॥)॥१-७7१ #॥((2०) पथू(#१+०)7०० +#]7५) 
न । 
ऊ(20भ (न +-)४- ०7) &((23/श(++-७) ४४ +णु ००] ४; 





/2? 
_3 (६-8, #-श2(०+० ०१(७ +०)४थ] 


जो 2(०+ 89) >0, (#--०)>0, 7(०) >0, 72(9] >0, 72(०») >> --, १(०):>0, #>0. के लिये मान्य 
है । इससे £, (४) के लिये रोचक समाकल निरूपण प्राप्त होता है । 


निर्देश 


!. . एडेल्यी, ए०, 7'80]68 ० 7/८8 ८७ '[७॥8007775. भाग 7, मकग्राहिल न्यूयार्क 954. 
५ वही, वद065 0 7706०ए7ए४ ॥7&78607708. भाग 7], मकग्राहिल न्युयाके [054. 


४ ][7]373 ?975030 /»2॥705370]37 २?3:।]८9 
४०. 7, [३०.4 , (0८८0967, [974, 788९५ 297-30! 


जेकोबी, लागेर तथा सार्वक्नित राइस को बहुपदियों के लिये जनक फलन 


बी० एम० श्रीवास्तव 
गरियत विभाग, राजकीय विज्ञान महाविद्यालय, रोवाँ 


[ प्राप्त--जून 29, 973 ] 
सारांश 


इस टिप्पणी में जेकोबी, लागेर तथा सार्वीक्षृत राइस की बहुपदियों के तीन जनक सम्बन्धों की 
स्थापना की गई है । कुछ ज्ञात तथा नवीन विशिष्ट दशाओं की भी विवेचना की गई है । 


+95(7४०८ए 


(७९7९४ 2 पि्चटठमड #607# उुँ-2079 7), व,8छप्र-८४६४ छ00 छइ९7९7० 2८वें हे 2९९5 एगश- 
गणप्ाागोंड.. 29 58. ४. 507ए28४४५००७, ॥22०777670 0 /बरील्याद्वा725, (7०0प्शफायट्पा, छटांटा८८ 
(+०07!222, 7१८७७. 


एव ऐंड 7006 एऐएटट एटाल'थांग्रड एटी40078 07 ]2३8०००, ब8पटाएट 2्यूते 2टा6द्यांडटत 
एरा८०१ एणेएगग्यांबांड 8ए९ ऊब्टाय <शाबांजीडाटत बणते 3 (८एछ सेपठएशए 800 गल्ज़ एथाएटप्रौद्। ८85८5 
297८ 2050 726०7 दां5ट05520 . 


. ब्रेफमन/), करलिदुजाश, फेल्डहीम/, खान/?* तथा शर्मा और मित्तल ने ज्ञात बहुपदियों 
के रूप में जेकोबी लागेर, हर्माइट श्रादि के रूप में जनक सम्बन्ध प्राप्त किये हैं। इन बहुपदियों की उप- 
योगिता से प्रेरित होकर हमने कुछ नवीन जनक सम्बन्ध ज्ञात किये हैं जो जकोबी, लागेर तथा सार्वीक्षत 
राइस की बहुपदियों के रूप में हैं। कुछ ज्ञात तथा नवीन विशिष्ट दशाओं की भी विवेचना को गई है । 
जनक फलनों में दो चरों वाली हाने का फलन [3, 9. 225] सन्निहित है । 


जैकोबी बहुपदी [8, 9. 254] को 


(८, (8) (] पर | 
लो "8५४ (५ तब आल क्र) , . . (-) 








7 (०) >>-!, 7४४ (8):>2--3. 
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के द्वारा और लागेर बहुपदी [8, 9. 200] को 


7, चर 


१(। 





है। (--१६ ]--०; 2)५ 


(*2) 
06 (०) >>-- . 
द्वारा परिभाषित किया जाता है । सार्वीक्ृत राइस की बहुपदी को खांडेकर [7, 9. 58] ने 
(०, (3) ([-+- ०)» --72 ४-० --/) + ,६ ] 
(६, /, ») 2 2, . - - (-9) 
के रूप में परिभाषित किया है । 
वांछित हाने के फलन 25, रस, तथा ५ को 
(०) 207+॥7 (9) 7. ,..)! +]7 से हे 
रे (0० थे कक 5५ हे ््ल्0 (१) रा १7 | कि ५ ७ जम ( 4) 


07% , आह 5 कर 3558) ब्ल्यः 


पर धो (०) अ 9) ८ 
| हि हि 0, 9 हक फ 82777 हर श्र ् न ] है 5 
४ 7 927 70,770 (9)७ (0)8 7४+ ॥/ |; री 


|| <7, |) |<:5; 4755 (४--)*. 


४3 (0) 9/97+॥8 
7५0 82. के ४ रे-+++प--+ ४77 आए कं हज, व-6 
0(05:0%5-%; 3] ली (9)%+% 28! ४! - 9 ( ) 


[& | < /4. 
द्वारा परिभाषित करते हैं । 


2. इस अनुभाग में हम निम्नांकित जनक सम्बन्ध प्राप्त करेंगे : 


(]-&)7५ छा 6 ४(]--१) ] 


([->४2 >>» 


2 (०)॥४ 77. 2 ! 32 हे आ 2 





छ् 77/50 (27) ५ 
3 "६ 0) 
४] 555 ट 
जहां. शज 5ा. गन /न (४-3) 6 70(8) > -], 20०) >-। 
जद ९ ४24 हि 
([ -£) छः | ७, ५ 32,0५3 “7: (--2)8 9 [-5| 
_ थ (०) # (0 गज (8-8 -:,-7४--3) 
हि (0)%(-7/- 0-११) # कं 


(७--/0, », 9), $५ हे... 0५2) 
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मु 49 | “6 4>-_ /__।१2 

जहाँ हम आई, [६5 47-- (5--7 ). 

ञ्र का 6 “तहलैय 7५ 9, ४ 2४ 

7४50 

( 0 5 (2-23) || /28। -<) ॥ 
-ए-व हज टक तक ये ८)" - 0ण 

जहाँ [४ |< 4, 20४(0--77) >> -- 

उपपत्ति : 


&४(4--9 बा 
कुन+(4--5) ८ 7५ । ०, “7, %: ठ्त्‌ 4)? ] | 


पर विचार करें और फिर फल (!-4) 


([ --») 74 «- हि रा « « « (24) 


तथा (०);(०--#),5८(०)»५& को प्रयुक्त करें तो हम देखेंगे कि 


९ -- 5 (0) इक कहावत (77/)%& (व: 4) 6 दरद्ायन॥ | --9 ५ 
बी /3723 2750 (/)#+#॥ ४7 ४ [४] पु 2 
मै... ह (0)2शकक (7-2 करण (नजर ढ्) 
१750). ४550 (१ )४४+॥४-४ ४८८4 (१४ चल £) [६| 2 


तब, आन्तरिक संकलन को पलट देने पर 


28 7; (०.) 2772+: ( -:8 ) * ( > ने 2008 227 /] -- 9५१४४ 
कह अं क य 
7737750. 2>0 >/का+क३) 7८६ ८« | 


जो (24) के प्रयोग से (४-४) ७5 (--)7 #!/ (--»): तथा ५/,(--%, 8; 6 ) 55 (०--४),/(०)& बशर्ते 


हि हे डर ।क्‍ हा (8 मे > थे १११) मे हि | ) गा द्राानीा | बक/ 2 


70375+0 (१)४॥ (»--7४) ॥ 7! 2४! 


- हे ठ्ः (०)8॥-४ (2 १7777 न्‍्ल्ल कि (54 ( ] -. 9४-०४ 
न 2750 १50 (9) 77-7१ (१ ४४--78) | (0॥ -772) 7203 4 


2? 9 
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अन्तिम रूप से आन्तरिक संकलन को पलटने तथा (८--४),-/:55(५)»/(०)। को प्रयुक्त करने 
प्र हमें 


कै न्‍- कल द्रगा बग्म ( --77 ०-78 /2--%; 2) 
/-5 7 


प्राप्त होगा जो (-]) के प्रकाश में (2:) प्रदान करेगा । 
इसी प्रकार अग्रसर होने पर तथा (-3) का प्रयोग करने पर हमें (2-2) प्राप्त होता है | 


(2:3) को सिद्ध करने के लिये हम 


०० [--+ ० 
ए +८ न हि मु] धज 7, #+ ४५५ 0 260 


77०0 
पर विचार करेंगे । 
स को श्रेणी रूप में, जेसा कि (:6) में दिया हुआ है, व्यक्त करने पर 


षुा (-- १)४ श्र ( 0-१) /+५ 


47 35 27६ 
| 
॥०0.. ““* #+#,६--० (»),+& 88 


मा 


पुन: फल 
(-0)४ (“हैन7)४३++४त१ (८ १ै)४+क+७तत (“2)५,+५ (-२-+-27--5)» तथा (2-4) का उपयोग 


करने पर हमें 


5 क्र (-- ))/+४ श्र हि: 6 
5 कक हे +50 (05?! (3-१)! वी होल 


प्राप्त होगा । 


प्रान्तरिक संकलन के क्रम को पलटने पर तथा सरलीकरण से 


न ग 
५4३ कक के वि # व 0 उन 9 तन तह) (५ 


5००0 /#50) 
पाप्त होगा जो (:2) के प्रकाश में (2-3) प्रदान करता है । 
3. विशिष्ट दशायें 


(2*|) में «--» रखने पर तथा गॉस के हाइपरज्यामितीय फलन में श्रेणी को व्यक्त करने पर 


बहुपदियों के लिये जनक फलन 30] 





कण 8! ।' 27 ) 77 &७नशध्नीई नम 
(-274 2 ठु-छाक्रात-# ४ ते 


(०+/2-7,--3) 
न्त 4 दे ल (2)« 


7750 
०-72; 25 5 ३३ ५) 
8 को श्रेणी रूप में व्यक्त करने पर तथा फल (2-4) को प्रयुक्त करने पर खान द्वारा 


प्राप्त ज्ञात फल मिलता है। पुन: , ै/---) रखने पर तथा श्रम्यास 0 के एक अंश [8, 9. 70] का 
व्यवहार करने पर 





| !] 42 गा 9 जल हे के 

(43) ४ ]_ ्न्‍[ __ _ ££* ) | 234 बल जग ब् 
| ( (-- 2) है 

( --+) 28 हर (१-2/)2) [ है 

77250 ( 7) ॥77 ६ [ न मै 2772) ग ( | --ै/ 2) 2777 ॥/ । 





] 8 


([--2)) 
। (६-2) 


पुन: (4-2) में /----2---] रखने पर तथा दायें पक्ष को सरल करने पर 


4.४. |77/9 ० 
[-_ त_ | प्र पा 
| तले कफ [त्नम्सपमफ्क्म्आ 


| (27) ! 88 -:27/2) 5० हो कल | है नस | े 


727550 >-कछऋो ! [++ 2) 0 वी 


नी 


(43) 


कृतज्नता-ज्ञापन 
लेखक डा० फतेहर्सिह का आभारी है जिन्होंने समी प्रकार का पथ-प्रदर्शत किया । सुविधायें 
प्रदान करने के लिये कालेज के प्राचार्य डा० खांडकर भी धन्यवाद के पात्र हैं । 
निर्देश 

ब्रेफमेन, एफ०, प्रोसी० अमे० मेथ० सोसा०, 95], 2, 942-949. 
कालिट्ज, एल०, 50॥. एक. (७६८. 8, 963, 48, 87-89. 
एडंल्यी, ए०, साहु॥टए वफद्घाइटट्मतल्याई #पाटा0708- भाग , मकग्राहिल, 053, 
फेल्डहीम, ई०, ऐक्टा० सेथ०, ]942, 75, 7-38. 
खान, आई० ए०, इंडियन जे ० प्योर० ऐण्ड ऐप्लाइड सेथ०, 972, 3(3), 437-442. 
वही, प्रोसी० अमे० संथ० सोसा०, 972, 32, 79-86. 
खांडेकर, पी० आर०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस इंडिया, 964, 348, ]57-62- 
रेनविले, ई० डी०, 5ए9दटांछ फप्राए0075. मेकसिलन, न्यूयाके, ]060. 
शर्मा, बी० एल० तथा मित्तल के० सी०, प्रोसी० केम्न्रिज फिला० सोसा०, 968, 64,69-695 


७ 0690 ल्‍नय 6) (एा कै ०0० >> 


४[]2॥3 ?875093046 /॥05370]3॥7 7307|९3 
५०0]. 7, [२४०. 4, 00८८096/,, [9774, 2886५ 303-3|0 


विभिन्न विलायकों में निष्कषित नीले परक्रोमेट और उनके जलोय 
अपघटन उत्पादों का अध्ययन 
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रसायन विभाग, शासकीय विज्ञान महाविद्यालय, ग्वालियर 
[ प्राप्त--जुलाई 3, 974 | 
सारांश 


ईथर, ऐमिल ऐसीटेट तथा आइसोऐमिल ऐल्कोहल इन तीन विभिन्न विलायकों में निष्करषित 
नीले परक्रोमेट और उनके जलीय भ्रपघटन उत्पादों का अध्ययन किया गया है । इन विलायकों में नीले 
परक्रोमेट की स्थिरता ईथर >> ऐमिल ऐसीटेट >> आइसोऐमिल ऐल्कोहल क्रम में प्राप्त हुई जिसका 
समर्थन चालकता-मापन द्वारा भी हुआ है | वर्णलेखी तथा वर्शमापी विश्लेषण द्वारा जलीय अपघटन 
उत्पादों में (४ (77) तथा (%॥(५७॥) का झनुपात :3 पाया गया है। जलीय अपचघटन उत्पाद बनते 
समय जल के पी-एच मान में हुए परिवर्तत को भी मापा गया है । 


8 95६73 0६ 


5६पत९5 ठमत शिंपरए एफुलल्‍टॉएठम्तबा९ड बातें. धीशेए कैजचें>०ए७८० छः >तैंपटई5.,.. 29 
8. 8. एड 9प४ ब्यव ले, [,. ]द्बंस, ए॥८फ्रांडफए क्‍2एशाओ८7५, (उ0एटाफ्यटर्य (40॥686, (>५४४707. 


छाप्ढड एछल्शटाल्याबवाट  फबटाटते 3 (76९ तोपिदाद्यां &0]एटग5 शध्रा87ए टा70', कागज 
बटर बाते 450 द्वाएए] बॉटलस्‍ण बछवे पालए एऋद्यादण तैढल0ए्रए०शएं०ा ए704प० #4ए६८ 2667 
ब४एवाट्ठ,. फल ठल्‍वे6+ 6 5 89॥ए एबच5 0फपाते [0 726 टाटा >> दबाए] 8८८ ६८ >> 380 8४79॥ 
202070! ७छरम्मांटत 35 850 5पएए076ठ फ्रज ०्कवेप्रटाएए 70645 प्टाय्ट्ग5,... पट कणतं०0 ० 
(७ (रत) ब्यव 0 (एा) कक धाढ तल वेंढलठाए0ग्रंपए्म एछाएवेपढा॥3 ० 856 १४७3 600570व १० 
96 :3 57 ठए०्रबा0एप्गुलआंरट बाते 20ग्रांगरलातंर परावि0त5.,. पैकलंायता उंध एप रण शगाला 


तेप्तंगशह १९९००77ए०शंपठ्स रण ए९7टंग्री078(65 77 एक्कध॑० 498 3750 06९० 77९55प7८प. 
नीले परक्रोमेट विषयक साहित्य का सर्वेक्षण करने पर ज्ञात होता है कि विभिन्न विलायकों में 


निष्कर्षित नौले परक्रोमेट के न केवल विघटन काल भिन्न-भिन्न होते हैं? अपितु इनके जलीय विधटन 
उत्पाद भी भिन्न-भिन्न हते हैं । 
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प्रस्तुत शोध पत्र में नीले परक्रोमेट को तीन विलायकों-ईथर, ऐमिल ऐसीटेट और आइसो 
ऐमिल ऐल्करोहल में निष्करषित करके इसके गुणों एवं जलीय अपघटन से प्राप्त पदार्थों का मौतिक एवं 
रासायनिक विधियों द्वारा अ्रध्ययत किया गया है । 


प्रयोगात्मक 


नीले परक्रोमेट का बनाना: 


नीले परक्रोमेट को बर्फ में ठंडे किये हुए निम्नलिखित विलयनों को क्रमानुसार उनके समक्ष 
लिखित मात्रा में मिलाकर बताया गया : 


() > प्रतिशत पोटेशियम डाइक्रोमेट विलयन (25 मिली ०) 

(7) 2४ सत्फ्यूरिक अम्ल (विभिन्न मात्राएं) 

पा) ईथर, ऐमिल ऐसीटेट या आइसोऐमिल ऐल्कोहल (30 मिली०) 

(०) 20 ५०. हाइड्रोजन पराक्साइड (विभिन्न मात्राएं) । 

निर्मित नीला परक्रोमेट विलेय होकर कार्बनिक द्रव में श्रा जाता है, जिसे पृथक्करण कीप द्वारा 
पृथक करने के बाद 2-3 बार शीतल झासूत जल से धो लेते हैं और एक' शीतल और शुष्क' पलास्क में 
लेकर 4-5 घण्टे के लिये रेफ्रीजरेटर में रख देते हैं जिससे कार्बनिक द्रव में ग्रवशोषित जल जमकर पृथक 


हो सके । तत्पश्वात्‌ इसे एक अन्य शुष्क फ्लास्क में लेकर चारों ओर बफ से ढक देते हैं जिससे अ्रध्ययन 
करते समय इसका विघटन कम से कम हो । 


(प्र) आवसीकरण क्षमता : 


नीले परक्रोमेट के प्रत्येक प्रतिदर्श के 2 मिली० का सोडियम थायोसल्फेट के ,४/50 मानक 
विलयन के साथ निम्न प्रकार दो चरणों में श्रायोडीमितीय अनुमापन किया । 


प्रथम चरण: एक फ्जास्क में 5 मिली ० 0 प्रतिशत 7] लेकर उसमें < मिली० नीला परक्रोमेट 
डाला और फिर स्टाचे सूचक का उपयोग करके पीला चरम बिन्दु प्राप्त होने तक ५४/50 सोडियम 
थायोसल्फेट विलयन से अनुमापन किया गया । 


द्वितीय चरण : प्रथम चरण के अन्त में प्राप्त पीले पदार्थ को सल्फ्यूरिक अम्ल द्वारा अम्लीय कर 
पुन: उसी 2४/50 सोडियम थायोसल्फेट विलयन से विशिष्ट हरे चरम बिन्दु तक पुनः अनुमापन किया 
गया । सारणी 7 में इन अनुमापनों के परिणाम दिये हैं । 
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सारणी 7 
<४म,80, प्रथम चररणा के 2090]! . छल,0, प्रथम चरण 
स्थिर किन्तु द्ितीय चरण स्थिर किन्तु द्वितीय चरण 
20 ४० . 8,0०0, प्रतिदर्श & /म्र,50, प्रतिदर्श 
की भिन्न मात्राएं ८टाणजणज-ज- जज की भिन्न मात्राएं ३ सर 
(मिली०) “प्रथम “द्वितीय तृतीय (मिली०) अत्रथमा द्वितीय तृतीय 
4 0:62 0*67 0:67 0-5 (0-58 0-58 0-58 
5 0:54. 0:56 0-59 .0 0-59 0:60. 0-53 
0 0-54... 0:63. 0-6] 2-0 0-54 0-63 0-6] 
[5 0:66 0:59. 0:57 5-0 0-66 0-60... 0:64 
30 0-62 0:64. 0:66 0:0 0-64 0-58 0:62 


+प्रथम प्रतिदर्श--ईथर निष्कषित नीला परक्रोमेट ; द्वितीय ऐमिल ऐसीटेट निष्कषित तथा 
तृतीय प्रतिदर्श-आइसो ऐमिल ऐल्कोहल निष्कर्षित नीला परक्रोमेट । 


(ब) स्थिरता : 


नीले परक्रोमेट के तीनों प्रतिदर्शों को अनुमापन के लिये आवश्यक समान सांद्रता वाले थायो- 
सल्फेट के आयतन की दृष्टि से समान नामलता वाला बना लिया | अब प्रत्येक 20 मिली० को प्रथक 
उथक फ्लास्कों में लेकर 20-05" से० वाले ऊष्मक में रखा गौर निश्चित समयावधि पर प्रत्येक में से 
2 मिली० को 5 मिली० 0 प्रतिशत का, 5 मिली० 4४ 8,850, तथा स्टाचे सूचक मिला कर अनु- 
मापित किया गया । यह प्रक्रिया प्रत्येक नमूने के लिये नीला रंग उड़ने तक दुहराई गई । प्राप्त निरीक्षण 
सारणी < में प्रस्तुत हैं । 


सारणी 2 


4 मिलौ० नीले परक्रोमेट के लिये आवश्यक थायोसल्फेट का आयतन 


समय (मिनट) प्रथम द्वितीय समय मिनट तृतीय 
प्रतिदर्श प्रतिदर्श प्रतिदर्श 

0 0.5 0.5 0 0.5 

30 9.6 7.6 3 6.4 

60 हलक, 5.0 6 5.8 

90 5.9 3.8 9 5.5 


20 3.3 3.0 30 0.0 
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(स) पी-एच समापन 


पायरेक्स वीकर में 20 मिली० चालकता-जल लेकर बेकमैन पी-एच-मापी यन्त्र द्वारा पी-एच पढ़ 
लिया गया । तत्पश्चात्‌ इसमें 0 मिली० ईथर निष्कधित नीला परक्रोमेट डाला गया और समय 
समय पर जल के पी-एच मान में हुए परिवर्तत का निरीक्षण किया गया । अन्य दो नमूनों से भी इसी 
प्रकार के अ्रध्ययत किये गये । इनसे पता चलता है कि प्राय: सभी प्रतिदर्शों में पी-एच का मान मूल 
पी-एच 6.9 से घटकर 20-90 मिनट के समय में 2.30 से 3.0 के बीच हो जाता है । 


(द) चालकता समापन 


पायरेक्स बीकर में 20 मिली० चालकता जल लेकर कोलरोशब्रिज द्वारा उसकी चालकता ज्ञात» 
कर ली गई फिर इसमें 0 मिली० नीले परक्रोमेट का प्रथम प्रतिदर्श डाला गया और समय-समय प्‌ 


8 ०5 
/ 
28 दीिऔ! 
५ ५ 

)५ 6 


७ 
८५ 2 


83 6) 





चित्र ; नीले परक्रोमेट युक्त जल की चालकता में परिवर्तन 
वक़ , 2 परक्रो मेट के प्रतिद्श क्रमांक को बताते हैं 
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जल की चालकता में हुए परिवर्तन को पढ़ा गया। भश्रन्य दो नमुनों से भी यही अध्ययन दुहराया गया । 
चित्र । में प्रदशित तीन रेखाओं द्वारा प्राप्त निरीक्षणों को प्रदर्शित किया गया है। 


| 


(य) जलीय अपघटन उत्पाद (ज० आ० उ०) 


प्रत्येक प्रतिदर्श के लिये चार-चार 50 मिली० वाले फ्लास्क लिये गये। प्रत्येकः फ्लास्क में 
लगभग ]0 मिली ० आसुत जल डालकर प्रथम चार फ्लास्कों में प्रथम प्रतिदर्श का 2-2 मिली०, द्वितीय 
चार फ्लाऱों में द्वितीय प्रतिदर्श के 2-2 मिली० तथा तृतीय प्रतिदर्श के 5-2 मिली० डालकर लगभग 
2 घण्टे रखा रहने दिया । ऐसा करने से प्रत्येक फ्लास्कों में काबंनिक तल रंगहीन हो गया तथा जलीय 
तल पीला हो गया । इस जलीय पीले पदार्थ को नीले परक्रोमेट का जलीय अपघटन उत्पाद कहते हैं । 
प्रत्येक नमूने के ज० अ० उ० का निम्न प्रकार अध्ययन किया : 


(फ) आवकसीकरण क्षमता 


इसे () अनाक्पीकृत और (४3) अक्सीकृत दो अवस्थाग्रों में निम्न प्रकार ज्ञात किया गया । 


अनाक्सीकृत : प्रत्येक नमूने के दो फ्लास्कों में प्राप्त ज० अ० उ० को 2.५४ 9,50, द्वारा अम्लीय 


गे < 4 शनि 
कर 5 मिली० 0 प्रतिशत & तथा स्टार्चे मिलाकर 56 सोडियम थायोसल्फेट द्वारा अनुमापन किया 
गया । 


आक्सीकृत : शेष दो फ्लास्कों में प्राप्त ज० अ० उ० को /५४५]००४०प द्वारा क्षारीय कर 2 मिली ० 
]00 ५७० पछ,0, द्वारा आक्सीकृत किया गया और छ,0, का आधिक्य समाप्त करते के लिये लगभग 
45 मिनट तक उब्राला गया। ठण्डा करने के पश्चात्‌ इसे 2/४ ल,50, द्वारा अम्लीय करके तथा 5 
मिली ०१0 प्रतिशत ए। एवं स्टाचे सूचक मिलाकर थायोसल्फेट द्वारा अनुमापित किया गया। उपयुक्त 
अनुमापन द्वारा प्रत्येक प्रतिदर्श के लिये आक्सीकृत/अ्नाक्सीकृत अनुमापन मानों का अनुपात सारणी 3 


में प्रस्तुत है : 


सारणी 3 
आक्सीकृत/अनाक्सी कृत अनुमापन मानों का अनुपात 


प्रथम नमूना द्वितीय नमूना तृतीय नमूना 


5/:9 .30 .30 
449/2% .23 ०2४ 
.26 .26 (20 ॥ 
(720 ].26 (.203 
.27 .23 .26 


“7? 0 
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गुणात्मक एवं परिमाणत्मक परोक्षण 


गुणात्मक : सारणी-2 में आक्सीकरण द्वारा अनुमापन में होने वाली वृद्धि को ज० अ० उ० के 
त्रिम्॑यो जी क्रो मियम (0७(]77) की उपस्थित द्वारा समझाया गया है जो आक्रप्तीकरण करने पर षष्ठ संयोजी 
क्रोमियम 0:(५7१) में परिवर्तित होकर अनुमापत मान में बद्धि करता है। इस कथन की पुष्टि के लिये 
प्रत्येक नमूने से प्राप्त ज० अ० उ० के घवायन और ऋणायन को कागज-क्रोमेटोग्राफी (रटर-विधि) द्वारा 
पृथक किया । इसके लिये 2 मिली० कागज और 7-ब्यूटंनॉल (20 मिली०) तथा तनु अम्ल (2 मिली०) 
से बने विलायक-मिश्रण का उपयोग किया गया । क्रोमियम नाइट्रेट तथा पोटेशियम डाइक्रोमेट विलयन के 
बिन्दुओं को उपयक्त विलायक-मिश्रण के प्रभाव में कागज पर सुव्यक्त त्रिसंयोजी क्रोमियम (५(7] 
एवं षष्ठ संयोजी (:(ए7) के /7/ के मान क्रमशः 0.00 (ग्रान्तरिक और बाह्य) तथा 0.52 (बाह्य) 
और 0.3। (आन्तरिक) प्राप्त हुए । ज० अ० उ० के बिन्दुग्नों को उपयुक्त विज्ञायक सिश्रण में सुव्यक्त 
करके इस कागज को पहिले ऐलिजेरीन अभिकर्मक और फिर डाइफेनिल कार्बाजाइड अभिकर्मक द्वारा 
छिड़का तो दो स्पष्ट क्षेत्र 0) नीला बंगनी (#७(त) और (४) लाल बेंगनी (४(७7) प्राप्त हुए 
(चित्र 2) । 





चित्र 2 क्रोमेटोग्राम 


परिमाणात्मक : तीनों नमूनों से प्राप्त ज० अ० 3० के वर्णपापी परिमाणात्मक प्राकलन 


(४) आक्सीकृत और अनाक्सीकृत ज० श्र० उ० के प्रकाशीय घनत्व को मापित कर और (9) श्रायन- 
विनिमय रेजिन द्वारा ज० अ० उ० के घनायन तथा ऋणायन अंशो को पृथक कर उनके प्रकाशीय घनत्व 
को पृथक-प्‌ थक ज्ञात किया गया । इन परिणामों को सारणी £“ में दिया गया है । 


विवेचना 


सारणी ! में प्रस्तुत प्रथम चरण/द्वितीय चरण मान तीनों प्रतिदर्शों के लिये 0.54 एवं 0.06 
के मध्य है जो प्रत्येक दशा में समान नीले यौगिक के निर्माण का द्योतक है। राय*-« ने इन अनुमानों 
को नीले परक्रोमेट के (७५(८७,0,,), सूत्र द्वारा समझाया है । 


नीले परक्रोमेट एवं जलीय अपघटन उत्पाद 309 


सारणी 2 में प्रस्तुत मान नीले परक्रोमेंट की स्थिरता पर निष्क्षण में प्रयुक्त विलायक के 
प्रभावों को स्पष्ट करते हैं। वंमान श्रृंखला में ईथर निष्कषित > ऐमिल ऐसीटेट निष्कपित >> आइसो 
ऐमिल ऐल्क्रोहल का स्थाथित्व कम पाया गया है । 


पी-एच' मानों एवं सारणी 3 के संयुक्त अध्ययन से ज० वि० उ० का क्रोमिक अम्ल न होना 
सिद्ध होता है | यदि यह क्रोमिक अम्ल होता तो इसका पी-एच बहुत कम होता तथा आक्सीकृत करने 
पर इसके अनुमापन मान में बद्धि न होती । अतिरिक्त क्रोमिक लवणों का पी-एच मान सारणी में 
प्रस्तुत मानों के स्ंदिकट होने का उल्लेख विदित है । 


सारणी £ 


ज० झ्र० उ० का प्रकाशीय घनत्व अनुपात (प्रथम विधि) 


ग्राक्सी कृत अनाक्सीक्ृत आवसी कृत/ग्रनाक्सी कृत 
(अ) (व) 

] 9 ४ ] ४ 3 ] १ 3 
54-55. 66 75 4]:5. 50 59-5 [-3] १.392 -26 
67.0. 86 78 49:5 66 60:0 ]:.34. 4-30 -30 
94-0... 95 85 74-22... 735 67-0 १-27  -:29  -26 

सारणी 3 
घनायन युक्त भाग ऋणायन युक्त भाग... ऋणायन/घनायन . 
आक्पसीकृत अनाक्सीकृत द 
(अ) (ब) 

] | 3 ] 2 3 ॥ 2 जी 
2-0 25... 3:0 6-0 प्र5... 95 3.0 3.0 336 . 
2-5 3-0... 3-5 7.0 8-5  -0 . 2.8 2583. »&85 
3-5 4-0. 4-0 ]0-.0 .0 29:0 ०85 2-75. 3:00 


क्रमांक ,2,3 प्रथम, द्वितीय, एवं तृतीय प्रतिदर्श से प्राप्त अ० ज० उ० बताते हैं । 


चित्र ! में प्रस्तुत तीनों रेखाग्रों से नीले परक्रोमेट के चरणों में अपघटन की पुष्टि होती है। 
प्रथम रेखा में दो तथा द्वितीय एवं तृतीय रेखाओं में एक भंग है । प्रथम की श्रपेक्षा द्वितीय एवं तृतीय 
प्रतिदर्श के कम स्थिर होने का भी समर्थन करते हैं । रेखाओं में इस प्रकार के मंग्रों का उपयोग पिल्लई ने 
जलीय अपघटन में पहले 0॥७(००५0,), तथा फिर (७, (07,0,)3 बनने को समझाने में किया है। 


30 बलवन्त सिंह राजपूत एवं हिम्मत लाल जन 


ज० वि० उ० में (४(7) एवं 77(५॥) की उपस्थिति चित्र 2 से स्पष्ट है । इस निरीक्षण पर 
सारणी 4 एवं सारणी 5 (श्र) एवं (ब) में प्राप्त निरीक्षणों के साथ विचार करने पर ज० ० उ० 
के घनायन और ऋणायन में क्रोमियम के :3 के अनुपात में होने की पृष्टि होती है । धनायन एवं 
ऋणायन में क्रोमियम का यही अनुपात 0, (20,0,,/)8 में मिलता है । 


भ्रत: उपयुक्त अध्ययन से पू्वं57 परिणाम (नीले परक्रोमेट का ज० वि० उ० (७४(५०,0.)5 
है) की पुष्टि होती है तथा यह भी ज्ञात होता है कि निष्कषंण से प्रयुक्त विभिन्न विलायकों का नीले 
परक्रोमेट की स्थिरता पर ही प्रभाव पड़ता है, उससे बनने वाले जलीय भ्रपघटन उत्पाद की प्रकृति पर 
नहीं पड़ता । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक (ब० सि० राजपुत) विश्व विद्यालय अनुदान आ्रायोग द्वारा प्रदत्त आर्थिक सहायता हेतु 
गाभारी है । 


निर्देश 
. बरेसविल, एल० सी० ए०, 370. (प्ग7०., 2089. 857, (3)20, 264. 
प्रिगी, जी०, जने० केसि० सोसा०, 892, 64 (7), 233. 
ग्रासेवेनर, डब्लू० एम०, जनं० अमे० केमि० सोसा० 895, 7, 47. 
पिल्‍लई, सी० वी० पी० तथा राय, आरर० सी०, जने० इण्डियन केमि० सोसा०, 963, 40, 344. 


राय, आर० सी० तथा सत्य प्रकाश 224 37078 2९४०, ८४९००४८, 954, 275, 94. 


0 ७. फ ०२ १० 


राजपूत, बी० एस० तथा राय, आर० सी०, जनें० इण्डियन केमि० सोंसा०, 965, 42, 277. 
7, राय, आर० सी०, वही, 957, 34(3), 93. 
8. ठाकू येमुरा, आई० तथा सुयेडा, एच०, छपी] 8००८८ ४४४5 /८४००, 7०८५०, 935, 4, 29. 


9, श्वाजं, आर० तथा गीज़, एच०, 8००. 932; 658, 87. 


४ []37]3 77० 5॥9306 /&70537037॥ ?7?357[/3 
४०0[. [7, ४०. 4, (0८८०७८/,, [974, 7928६ 3 [-322 


कि 


भवन निर्माण में संवातन की आवश्यकता एवं उसकी व्यवस्था 


ईश्वर चन्द तथा एन० एल० वी० कृषक 
न्द्रीय भवन अनुसंधान संस्थान, रुड़की 


[ प्राप्त-- सितम्बर 4, ]974 | 
सारांश 


प्रस्तुत लेख, भवनों में संवातन सम्बन्धी किये गये अनुसंधान कार्यों के परिणमों पर तैयार किया 
गया है। इसमें संवातन की आवश्यकता तथा विभिन्न संवातन प्रणालियों का उल्लेख किया गया है । 
भवनों में प्राकृतिक संवातन के सिद्धांतों पर विशेष रूप से प्रकाश डाला गया है तथा स्थायी संवातन 
के लिये आवश्यक संवातन की माप, उनकी स्थिति आदि के निर्घारण करने की विधियों का विवरण भी 
दिया गया है । मवतों में आंतरिक वायु प्रवाइ को नियंत्रित करने वाले घटकों को ध्यान में रखकर, जसे 
वायु दिशा, वायु के प्रवेश एवं निकास द्वार की माप, उनकी संख्या व स्थिति तथा उन पर लगे विभिन्न 
प्रकार के छज्जों आदि के आंतरिक वायु वेग पर पड़ने वाले प्रभाव के विस्तृत विवेचन के साथ साथ 
उपयुक्त संवातन प्रणाली की रचना के लिये कुछ महत्वपूर्ण सुझाव भी दिये गये हैं । 


3975६(72 ८ 


चलटत (०४ इल्खतॉबएंग्श बातें बड बएथशाशुसाएरछई बैंस गेण्पड&€ जिपाताडए2., 29 
75927 0वग्यते बयव ऐप, !.. ५. एजांइाबार, (टाई फेपां।वाणरए १ ९६52३८४ िडा। (एाट, ०07:66. 


2 पल्टत 07 एल्याग्रेिब्ाता ब्यतें ए३०७०पघष इप्रश/डाएण$ ए एल्याब्वाए0म 7 00556 >प्रीव:प्9 
(4237९ 7826४ तांडटप्डड८व 038८8 60 ८रएटापंपा €गाओं 725प5. 


कार्य स्थल पर उचित एवं उपयुक्त वायू के आवागमन को संवातन कहते हैं। वायू का अभिप्राय 
उस सामान्य ताप वाली वायु से है, जो घ्‌आँ, घूल कण, वाष्प, विषेली गैस, दुर्गन्ध एवं रोगाणुओं से 
रहित हो । 


स्वास्थ्य एवं सुखप्रद जीवन के लिये उचित वायु संचार का होना अति आवश्यक है। जिन भवनों 
में वायु संचार व्यवस्था उचित एवं उपयुक्त नहीं होती, उनमें निवास करने गले व्यक्ति अस्वस्थ तथा 
अकर्मण्य हो जाते हैं। वायु संचार ब्यवस्था को उपयुक्त बनाने के लिये उचित संवातन प्रणाली का ज्ञान 
होना परमावश्यक है । 


39 ईश्वर चन्द तथा एन० एल० वी० कृषक 


संबातन की. आवश्यकता : 


उपयोगिता के आधार पर संवातन को दो भागों में विभाजित किया गया है, 


() स्थायी संवातन (छ्ाबाल्या एल्गाग]807) 
(<) सामयिक संवातन (0८08570709] एटा27[807070) 


() स्थायी संवातन 


ग्राक्सीजन श्वसन प्रक्रिया में काम ग्राती है तथा उसके परिणामस्वरूप उत्पन्न कार्बन डाइ 
आक्साइड का संतुलन वायु संचार पर निर्भर करता है । जिन स्थानों पर काबनिक पदार्थ, जैसे, कोयला, 
मिट्टी का तेल आदि जलाये जाते हैं, वहाँ पर काबंन मोनो-आ्रक्साइड गंस प्रचुर मात्रा में उत्पन्न होती 
है । यह गेस रक्‍त के हीमोग्लोबीन से क्रिया करके, स्थायी एवं जटिल यौगिक बनाती है जो स्वास्थ्य 
के' लिये हानिकारक होता है। इसलिये कार्बन मोनो आक्साइड की सघनता को कम करने के लिये 
उचित संवातन का होना अभ्रति आवश्यक है । 


वायु प्रवाह का दूसरा कार्य रोगाणुओं की सघनता को कम करके उनके प्रसार एवं प्रभाव को 
क्षीण बनाता है। इसके अ्रतिरिक्त दूषित एवं दुर्गन्धित गसों के निराकरण के लिये भी भवनों में बाहर 
की शुद्ध वायू का प्रवाह आवश्यक है। संवातन की ञ्रवश्यकरता प्रत्येक मौसम में होती है इसी लिये इसको 
स्थायी संवातन कहते हैं। स्थायो संवातन का मापन, दुर्गन्धित वायु के निराकरण के लिये आ्रावश्यक 
वायु आयततन पर निर्भर करता है। इसके अनुसार प्रत्येक व्यक्ति के लिये ग्रावश्यक स्वच्छ वायु की दर 
सारणी ! में दर्शायी गयी है । 


सारणी 7 
क्रमांक वायु आयतन प्रति व्यक्ति वायु प्रवाह प्रति व्यक्ति 
[ 5-5 घन मीटर 28-5 घन मीटर/घंटा 
85 , , ०५५० हा 
3 ता [7.0 , 


उदाहरणात: यदि एक व्यक्ति के लिये 5.5 घन मीटर वायु प्राप्त हो, तब वायु-प्रवाह की दर 
48-53 घन मीटर/घंटा होनी चाहिए । 


(2) सामयिक संवातन 


वर्षा एवं ग्रीष्णम ऋतु में सभी व्यक्ति मकानों में रहते हैं, किन्तु आद्रंता तथा उष्मा के कारण 
अन्दर रहना कठिन हो जाता है | शरीर से पसीना निकलने के परिणामस्वरूप अप्रिय दुर्गन्‍्ध उत्पन्न होती 
है, कभी कभी अधिक आदमी एकत्रित होने से भी, अधिक उष्मा एवं दुर्गन्‍्ध के कारण दम घुटने 


भवन निर्माण में संवातन की आवश्यकता एवं उसकी व्यवस्था 3]3 


लगता है। उत्पन्न उष्मा के संतुलन के लिये आवश्यक संवातन दर की गणना समीकरण | से कर लो 
जाती है । 


(२९--4/०५(१७,- ०) (4) 
जबकि न्ञावश्यक संवातन दर, घन मीटर/घंटा 

(>-उत्पन्त उष्मा की सात्रा, केलोरी/घंटा 

#लत्वायु का घनत्व, ग्राम/घन सेन्टीमीटर 

0>-वायु की विशिष्ट उष्मा 
(6,--0,) >>भवन के आन्त रिक एवं बाहय ताप में अन्तर, डिग्री सेस्टी ग्रेड । 


उपयुक्त समीकरण में 4, », ०५ 8 तथा 02 का मात रख कर आवश्यक संवातन दर को ज्ञात किया जा 
सकता है । 


आराम के लिये आवश्यक वायु गति : 


आद्रंता वाले क्षेत्रों में वायु गति में वद्घि करने से वाष्पीकरण (८ए७०००४४०४) की गति बढ़ 
जाती है जिसके कारण शरीर को ठंडक अ्नुमव होती है । इस प्रकार दायु प्रवाह आरामदायक स्थिति 
उत्पन्त करने में सहायता करता हैं। शुष्क एवं भद्वंता की विभिन्‍न स्थितियों में आवश्यक वायुवेग 
समीकरण! (2) से प्राप्त किया जा सकता है । 
7-0-065 (--#,-57)7 (2) 
जबकि 7>वायु वेग मीटर/सिकेन्ड 
#>-शुष्क बल्ब ताप, डिय्री सेन्‍्टीग्रेड 
४» 5 5"आ्व्र वलल्‍ब ताप, डिग्री सेन्‍्टी ग्रेड 
संवातन प्रणालियाँ 
संवातन प्रणालियाँ मुख्यतः दो प्रकार की होती हैं । 
() कृत्रिम संवातन (एंड एयर ४007) 
(2) प्राकृतिक संवातन (खप्रक्ो एथग0]80707) 
(]) कृत्रिम संवातन : 


कृत्रिम संवातन के अंतंगत वे समी साधन आते हैं जो प्रायः विद्युतचालित होते हैं, जैसे विद्युत 
पंखा, एयर कनन्‍्डीशनर आदि । 


(2) प्राकृतिक संवातन : 
प्राकृतिक संवातन दो बलों पर निर्मेर करता है, 
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(अ) उष्मीय बल 
(ब) वायु बल 
(अर) उष्मीय बल (7८४ 407८6) : 


जिस समय भवन के अन्दर की वायु का ताप बाहय वायु के ताप से अधिक होता है, उस समय 
बाहरी हवा निम्त स्तर पर लगी खिड़की में से भवन में प्रवेश करके ऊपरी स्तर पर लगी खिड़की से 


बाहर निकल जाती है । 


इस प्रकार होने वाले वायु प्रवाह की दर को समीकरण (3) से ज्ञात किया जा सकता है, 
(२०-94 [४ (6/--9) |% (3) 
जबकि 0--वायु प्रवाह घनमीटर/मिनट 
4--दोनों खिड़कियों का क्षेत्रफल बराबर मानकर, वर्गमीटर 
४>दोनों खिड़कियों की उँचाई में अन्तर, मीटर 
(0,--0,) >भवन के अन्दर एवं बाहर तापान्तर, डिय्री सेस्टी ग्रेड 
उपयुक्त समीकरण में 4, ४, 8; तथा 6, का मान रखकर (२. की गणना की जा सकती है । 
(ब) वायु बल (छरांएएे #07०८८) : 
भवनों में वायु संचरण को प्रेरित करने वाला दूसरा बल वायु बल होता है। जब वायु किसी 
भवन की दीवार पर टकराती है, तब उस दीवार पर, सामान्य दाब से अधिक दाब उत्पन्न हो जाता है, 
जबकि शेष दीवारों पर दाब सामान्य दाब से कम हो जाता है। यदि भिन्‍न दाब वाली दीवारों में खिड़की 
की व्यवस्था कर दी जाये, तब आन्तरिक वायु संचरण होने लगता है। इस वायु संचरण की दर को 
समीकरण (4) से प्राप्त किया जा सकता है। 
0+--0*6.47 (4) 
जबकि 0 --वायु वेग दर, घनमीटर/घंटा 
4>-दोनों खिड़कियों का क्षेत्रफल बराबर मानकर, वर्ग मीटर 
7--वागु वेग मीटर/घंटा 
यदि प्रवेश दुवार और निकास द्वार का क्षेत्रफल बराबर न हो तब उपयुक्त समीकरण में 4 
के स्थान पर 4» का मान लगाते हैं । 


/ 42 20 -7/2 
4,--4, 4, [ +79*2| 
2 
/१49 प्रवेश दवार एवं निकास द्वार के अलग अलग क्षेत्रफल हैं । 


आन्तरिक वाधु वेग परबाह य वायु बल का प्रभाव : 


भवन की बनावट जेसे खिड़कियों की माप, उनका स्थान व संख्या तथा उन पर लगे विभिन्न 
प्रकार के छम्जों ग्रादि का, आन्त रिक वायु वेग पर बड़ा प्रमाव पड़ता है। इन सभी बातों का प्रयोगात्मक 


मवन निर्माण में संवातन की आवश्यकता एवं उसकी व्यवस्था 345 


अध्ययन मॉडल बनाकर वायु सुरंग (छाग्रत एल!) में किया गया है।शश्य तथा श्रध्ययन से प्राप्त 
निष्कर्ष निम्न प्रकार हैं; 


(!) यदि वायु दिशा खिड़की के साथ लम्बवत हो ओर मकान की एक दीवार में केवल एक खिडकी 
लगी हो, तब आ्रान्तरिक वायु वेग, बाहूय वायु वेग का लगभग 0 प्रतिशत होता है। खिड़की की लम्बाई, 
चौडाई की निष्पक्ति में परिवर्तत करने से आन्तरिक वायु वेग पर विशेष प्रभाव नहीं पड़ता है। 


(2) यदि वायु दिशा खिड़की के लम्बवत्‌ न होकर भुकी हुई हो, तब खिड़की के स्थान पर उसके 
क्लेत्रफल के बराबर क्षेत्रफल वाली दो खिड़कियाँ लगाते से अन्त रिक वायु को, बाहुय वायु वेग का [5 
प्रतिशत तक बढ़ाया जा सकता है । 


(3) यदि किसी कमरे की आमने-प्ामते की दीवारों में 0-9 भीटर उँचाई पर दो बराबर 
लेत्रफल वाली खिड़कियाँ लगीं हो और उनमें से एक वायु दिशा के लम्बवत हो, तब आन्तरिक वायुवेग 
का मान, खिड़कियों के क्षेत्रफत की वृद्धि के साथ साथ बढ़ता है (चित्र ! ) । खिड़कियों का कुल 
क्षेत्रफल फरश के क्षेत्रफल का 50 प्रतिशत होने पर, प्राप्त आन्तरिक वायु वेग का मान, बाहुय वायु वेग 
का 52 प्रतिशत होता है। खिड़क़ियों का क्षेत्रफल और बढ़ाने पर आन्तरिक वायु वेग पर कोई विशेष 
प्रभाव नहीं पडता । 

फ्््े 


ड & 


शमी लटक 02 ले लीिट मर 


(गहप गायु के का अतिशत,) 


आप्तकायुंनेय 


| 


20 ४0.0. 26 “उ65 55 ड5 ह्0 


दोनें 7खवडकियो! का केफल (फरडी के कीशकल का जतिदाह> 
््ि चित्र ! 
चित्र को सहायता से खिड़कियों की माप ज्ञात होने पर आन्तरिक वायु वेग की गणना की 


जा सकती है, इसके विपरीत आवश्यक आ्राल्तरिक वायु वेग के लिये, खिड़कियों के क्षेत्रफल का निर्धारण 
खैए ] 
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भी चित्र ! से ही किया जा सकता है । उदाहरणतः चित्र ] से 30% आत्तरिक वायु वेग के लिये 
खिड़कियों का क्षेत्रफल फर्श के क्षेत्रफल का 30% ही लेता चाहिए । 
(4) यदि देहरी (भं!) की ऊँचाई 0-9 मीटर से भिन्न है तब आन्तरिक वायु वेग की गणना 
समीकरण (5) से की जा सकती है । 
7--77,.,-- 7:2(--) (5) 
जबकि 70.,5-चिंत्र ] से प्राप्त आन्तरिक वायु वेग 
$ल्‍-आवश्यक देहरी की उँचाई, मीटर/0-9 
उदाहरणत: माना कि आक्ृति ! से 7,.., का मान 35 प्रतिशत है, तथा देहरी की ऊंचाई 0-7 
मीटर है, तब 
$5-0-7/0-:9--50:77 
7-35--72 ८0-23 --36-65% 


अत: प्रान्तरिक वायु वेग का मान, बाहूय वायु वेग के मन का 36-65 प्रतिशत होगा । 


(5) प्रवेश दृवार (7८0) का क्षेत्रफल निकास (००४८४) दवार के क्षेत्रफल से भिन्‍न होने की 
स्थिति में उपयेक्त विधि से प्राप्त वेग को चित्र 4 से प्राप्त दक्षता गुणांकः (लक्रत्॑ं००टए 9०८००) से गुणा 


!:2 


0.9 


है 
ज 


06 ८. हे 


- दकता गुबक (८£ 


03 
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जब द्वार का क्षेत्ररता / कोनें परवडकिये' के दीत् फल ऊऋाआमिशक 
चित्र 2 
करके भ्रान्तरिक वायु वेग का मान प्राप्त किया जा सकता है। उदाहरणतः प्रवेश द्वार का क्षेत्रफल दोनों 
खिड़कियों के क्षेत्रफल का 40% हो तब, 40 के सापेक्ष दक्षता गुणांक का मान :05 आता है। भाना कि 
चित्र ! से प्राप्त वेग 35% है तब आन्तरिक वायु वेग (7) की गणना निम्न प्रकार की जा सकती है, 


भवन निर्माण में संवातन की आवश्यकता एवं उप्तकी ब्यवस्था 3]7 
7--7,., >< 5 
-+35 ८ -05 - 36-75 
अत: आन्तरिक वायु वेग का मान, वाह य वायु वेग के मान का 36-:75% होगा। 


(6) यदि वायु दिशा खिड़की पर लम्बवत न होकर किसी भुकी हुईं स्थिति में हो, तब उपयुक्त 
विधि से प्राप्त वेग को सारणी £ में दिये गये घटकों से गुणा करके आन्‍्तरिक वायु वेग की गणना कर 
ली जाती है । 


सारणी 2 
क्रमांक दोनों खिड़कियों की माप का अनुपात गुणांक घटक 
], प्रवेश दृवार >> निकास द्वार ]-0 
4 प्रवेश दृवार -- निकास दूवार 0-8 


3. प्रवेश दृवार < निकास द्वार 07 
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भवन निर्माण में संवातन की आवश्यकता एवं उछकी व्यवस्था 39 


उदाहरणत: मान लिया कि प्रवेश द्वार के क्षेत्रफल से निकास द्वार का क्षेत्रफल बड़ा है तब 
सारणो 2 से गुणांक घटक का मानव 0: प्राप्त होता है। यदि प्राप्त वेग 32 प्रतिशत है तब वतंमान 
स्थिति में आन्तरिक वायुवेग 


32% 0-7--22-4 प्रतिशत बाप्त होगा। 


(7) दीवारों के सापेक्ष खिड़कियों की स्थिति का आच्तरिक वायु वेग पर बड़ा प्रभाव पड़ता है। 
जब खिड़कियों की स्थिति दीवार के मध्य में न हो, तब आन्तरिक वायु वेग का मान ज्ञात करने के लिये, 


उपयुक्त विधि से प्राप्त वेग में सारणी 3 में दिया गया मान जोड दिया जाता है। उदाहरणत: मान 
लिया कि खिड़कियों की स्थिति सारणी 3 में प्रदशित की गयी स्थिति 2 के समरूप है तथा उपयुक्त 


विधि से प्राप्त आच्तरिक वायु वेग 30% है, तब इस दशा में आच्तरिक वायु वेग 


30: ]0 


हल कर 00॥ 





++270%, 


प्राप्त होगा । 


(8) खिड़कियों पर छज्जा लगाने से भी आन्‍्तरिक वायु वेग परिवर्तित हो जाता है। विभिन्‍न 
प्रकार के छज्जों द्वारा आन्तरिक वायु वेग में उत्पन्न परिव्तत सारणी <4 में प्रदर्शित किये गये हैं। 
ग्रान्तरिक वायु वंग प्राप्त करने के लिये, उपयुक्त विधि से प्राप्त वेग में, सारणी £ में दिया गया मान 
जोड़ दिया जाता है । 


सारणी 4 
ं हि वेग में परिवर्तन (7 शत 
क्रमांक विभिन्‍न प्रकार के छज्जे वायु वे ह परिवततेन ( पा ) 
[ क्लेतिज छुज्जा --20 --20 
2 बहु क्षेतिज छज्जा स्जत --!3 
बहु उद्ध्वाधर छज्जा 29 थी 
4 समकोणीय छुज्जा ठ ]0 
3 बाक्स आक्ृति छुज्जा 0 __95 
:] 0 0 


224 


उदाहरणतः स्थिति 4 में लम्बवत दिशा के लिये वेग में परिवर्तेत --5 है, यदि उपयुक्त विधि 
से प्राप्त वेग का मान 25% है तब आन्‍्तरिक वायु वेग का मान 26-:25% होगा । 


(9) सामूहिक एवं पारस्परिक जुड़े कमरों में लगने वाले दरवाजों की भिन्न भिन्न स्थितियों का 
प्रान्तरिक वायु वेग पर बहुत प्रभाव पड़ता है । आ्तरिक वायु वेग का मान, उपयुक्त विधि से श्राप्त 


320 ईश्वर चन्द तथा एन० एल० वी० कृषक 


मान में से सारणी 5 में दिये गये मान को घटाने पर प्राप्त होता है। उदाहरणतः सारणी 5 की प्रथम 
स्थिति से आन्तरिक वेग हास 40% है, तत्र आन्तरिक वायु वेग का मान 





प्राप्त होगा । 
उदाहरणार्थ : 

(]) वायु दिशा खिड़की पर लम्बवत हो तब चित्र 3 में दर्शाये गये दो कमरों वाले भवन के 
निवास कक्ष में वायु वेग का मान चित्र 3 के अनुसार ज्ञात करना । 
हल :-- प्रवेश द्वार की माप-]-6 मीटर* 

निकास दवार की माप---9 मीटर* 

फर्श का क्षेत्रफल  >+]-3 मीटर* 
दोनों खिड़कियों का कुल क्षेत्रफल--3-5 मीटर*, जो फर्श के क्षेत्रफल का 3% है । चित्र 7 से 34 के 
सापेक्ष आरन्तरिक वायु वेग (7/) का मान बाहय वेग (7,) के मान का 32% प्राप्त होता है । 


प्रवेश द्वार की माप 00 


2) कल मन कल मम मम नील 208 
रा दोनों खिड़कियों का क्षेत्रफल ही 


चित्र 2 से 45 के सापेक्ष दक्षता गणांक--]-00 
तथा प्रान्तरिक वायु वेग (7न्‍) 50-32 2८770 » :00 
--0-32 7, 


(3) चूँकि खिड़की की देहरी की ऊंचाई--0-76 मीटर 


अतः: खिड़की के तल पर औसत आउन्‍्तरिक वायु वेग, 


ष्ः 7-2 /. 0:76 7 
-शक्षि0- 80) 7 


0-33] 7, 


(4) चूंकि वायु दिशा लम्बवत तथा प्रवेश द्वार दीवार के मध्य में है अत: सारणी 3 के अनुसार 
उपयुक्त मान अपरिवत्तनीय है । 


(5) चकि खिड़की पर क्षेतिज छज्जा लगा है अतः वेग हास सारणी 4 से 20% प्राप्त 
होता है। 


भवन निर्माण में संवातन की आवश्यकता एवं उसकी व्यबस्था 32] 


-> र >> ।7 // ९ __ मु _<05 7 
आन्तरिक वेग ( )>|० 33] ( “65)| कं 


-+0-265 

(6) श्रेणी क्रम में लगे कमरों में सारणी 5 से झ्रान्तरिक वायु वेग ह्वास --20% है। अतः 
झ्ौसत आन्तरिक वेग (77) + 0:265 ( -00) 7,-0-22 9, 

+52[-2% 

अत: औसत आन्‍्तरिक वायु वेग बाह्य वायु वेग का 2!-2% हुआ । 
भवन निर्माण के लिये उपयोगी सुझाव : 

() प्रत्येक कमरे में कम से कम दो खिड़कियाँ लगानी चाहिये । एक खिड़की वायु दिशा की 
श्रोर की दीवार में तथा दूसरी खिड़की शेष दीवारों में से किसी एक पर लगी होना आवश्यक है । 


(2) सामान्य कार्यतल पर, उपयुक्त आन्तरिक वायु वेग के लिये, खिड़की की देहरी की 
ऊँचाई 0-9 मीटर रखनी चाहिये । 


(3) दोनों खिड़कियों का क्षेत्रफल, फर्श के क्षेत्रफल का 20% से 30% तक लेने से, आन्तरिक 
वायु वेग का मान, बाहय वायु वेग के मान का केवल 27% तक प्राप्त किया जा सकता है। खिड़कियों 
का क्षेत्रफल और भ्रधिक बढ़ाने से आन्तरिक वायु वेग में अपेक्षाकृत कम वद्धि होती है जो साधारणतः 
40% से अधिक नहीं बढ़ाई जा सकती । 


(4) जब वायु दिशा प्रायः स्थिर रहती हो तब प्रवेश द्वार का क्षेत्रफल निकास द्वार के 
क्षेत्रफल से कम रखना चाहिये परन्तु वायु दिशा समय समय पर परिवर्तित होने की स्थिति में, दोनों 
खिड़कियों का क्षेत्रफल वराबर रखना चाहिये । 


(5) यदि कमरे की एक दीवार में खिड़की लगानी पड़े तब एक खिड़की के स्थान पर, उसके 
क्षेत्रफल के बराबर क्षेत्रफल वाली, दो खिड़कियाँ लगाने से आन्तरिक वायु वेग बढ़ जाता है । 


(6) सारणी 3 की स्थिति 2 तथा ? में प्रदर्शश की गयी खिड़कियों की स्थितियाँ 
सर्वत्तिम हैं । 


(7) सारणी 4 की स्थिति £ के अनुसार छज्जे लगाने से आन्तरिक वायु वेग को बढ़ाया जा 
सकता है । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० एन० के० डी० चौधरी द्वारा दिये गये सुभावों के लिये आझाभारी हैं। प्रस्तुत लेख 
केन्द्रीय. मवन अनुसंधान संस्थान, रुड़की के नियमित शोघ काये का एक अंश है, तथा निदेशक महोदय 
की अनुमति से प्रकाशित किया जा रहा है। 
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ईश्वर चन्द और एन० एल० वी० कृषक 
निर्दश 


गिवोनी बी०, मेन कक्‍्लाईमेट एंड श्रार्कीटकचर, एल्सींवीअर पब्लिशिग कम्पनी , लन्दन, [969 


जे० एफ० वान स्टेटन, थर्मल परफारमेन्स आफ बिल्डिंग, एल्सीबीअर पब्लिशिंग कम्पनों लन्दन, 
]967 

वेब, सी० जी०, थरमल कम्फर्ट इन एन इक्वीटोरियल क्लाइसेट, जरनल आफ दी इंस्टीट्यूशन 
आफ हीटथिग एंड वेन्टीलेटिंग इन्जीनियर्स, जनवरी, 960 

ईश्वर चन्द तथा एन० एल० बी० कृषक, विन्डो डिजाथन फार नेचुरल वन्‍्टीलेशन इन ट्रोपिक्स, 
सी० बोी० आर० आई० बिल्डिंग डाइजस्ट सं० 62 


ईश्वर चन्द, प्रोडरशन आफ एअर मृयमेन्ट इन बिल्डिंग्स, सी० बी० श्रार> आई० बिल्डिंग नं० 
00 


0., 


लेखकों से निवेदन 


विज्ञान परिषद्‌ अनुसन्धान पत्रिका में वे ही अनुसन्धान लेख छापे जा सकेंगे, जो अन्यत्र न तो छपे हों 
और न आगे छापे जायें । प्रत्येक लेखक से इस सहयोग की आशा की जाती है कि इसमें प्रकाशित 
लेखों का स्तर वही हो जो किसी राष्ट्र की वेज्ञानिक अनुसन्धान पत्रिका का होना चाहिए । 

लेख नागरी लिपि और हिन्दी भाषा में पृष्ठ के एक ओर ही सुस्पष्ट अक्षरों में लिखे श्रथवा टाइप किये 
आने चाहिए तथा पंक्तियों बीच में पाइर्व में संशोधन के लिए उचित रिक्त स्थान होना चाहिए । 
अंग्रेजी में भेजे गये लेखों के प्रनुवाद का भी कार्यालय में प्रबन्ध है। इस अनुवाद के लिये तीन 
रुपये प्रति मुद्रित पृष्ठ के हिसाब से पारिश्रमिक लेखक को देना होगा । 

लेखों में साधारणतया यूरोपीय शअ्रक्षरों के साथ रोमन अंकों का व्यवहार भी किया जा 
सकेगा, जंसे 7 ,7८(८।५) ५ अथवा ०१,%* इत्यादि । रेखाचित्रों या ग्राफों पर रोमन अंकों का 
भी प्रयोग हो सकता है । 

ग्राफों और चित्रों में नागरी लिपि में दिये आदेशों के साथ यूरोपीय भाषा में भी आदेश दे 
देना अनुचित न होगा । 

प्रत्येक लेख के साथ हिन्दी में और अंग्रेजी में एक संक्षिप्त सारांश ($ए०००००) भी आना 
चाहिए । अंग्रेजी में दया गया यह सारांश इतना स्पष्ट होना चाहिए कि विदेशी संक्षिप्तियों 
(202४:72८08) में इनसे सहायता ली जा सके । 

प्रकाशनार्थ चित्र काली इंडिया स्याही से ब्रिस्टल बोर्ड कागज पर बने आने चाहिए | इस पर 
अंक और पग्रक्षर पेन्सिल से लिखे होने चाहिए | जितने श्राकार का चित्र छापना है, उसके दुगने 
आकार के चित्र तैयार हो कर आने चाहिए। चित्रों को कार्यालय में भी आर्टिस्ट से तयार 
कराया जा सकता है, पर उसका पारिश्रमिक लेखक को देना होगा ! चौथाई मूल्य पर चित्रों 
के ब्लाक लेखकों के हाथ बेचे भी जा सकेंगे ।' 

लेखों में निर्देश (!२८८:८०८८४) लेख के श्रन्त में दिये जायँगे। 

पहले व्यक्तियों के नाम, जनेल का संक्षिप्त नाम, फिर वर्ष, फिर भाग (५०८०८) और 
अन्त में पृष्ठ संख्या । निम्न प्रकार से-- 

फॉवेल, आर० श्रार० और म्युलर, जे० । जाइ८४ फिजिक० केमि०, 928, 450, 80 | 

प्रत्येक लेख के 50 पुनर्मुद्रण (रिप्रिण्ट) बिना मूल्य दिये जायँगे। इनके श्रतिरिक्त यदि ओर 
प्रतियाँ लेनी हों, तो लागत मूल्य पर मिल सकेंगी । 

लेख “सम्पादक, विज्ञान परिषद्‌ अनुसन्धान पत्रिका, विज्ञान परिषद्‌, प्रयाग”, इस पते पर 
आने चाहिए। आलोचक की सम्मति प्राप्त करके लेख प्रकाशित किये जाएंगे । 


प्रबंध सम्पादक 


प्रधान सम्पादक | रा ६0007 
स्वामी सत्य प्रकाश सरस्वती 5५०77 89099 79793 9528795५4[] 


; हि न्ध 
प्रबन्ध सम्पादक [279878 £0॥007 


डा० शिवगोपाल मिश्र, 827, ७506० (००79) 57४ 
8. 80., 70 . ?॥॥. 
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